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前言 i

前言

数学分析的核心内容是微积分。微积分的发展大体上经过了三个阶段。牛顿

（Newton）和莱布尼兹（Leibniz）在继承公元 15–16 世纪以来许多杰出数学家的成

果的基础上，将微积分发展成了一门独立的学问，微积分被用来解决天文、力学、

工程等方面的大量实际问题。19 世纪初，由于科学技术进步的推动，为微积分建

立牢固基础的要求十分迫切。经过近二百年的努力，到 19 世纪五六十年代，柯西

（Cauchy）,黎曼（Riemann）和魏尔斯特拉斯（Weierstrass）等建立了严格的极限理

论，并用极限的语言严格地证明了微积分的所有定义和定理，为微积分的普及创立

了更加有利的条件。到 20 世纪初，格拉斯曼（Grassmann），庞加莱（Poincaré）和

嘉当（Cartan）等人又发展了外微分形式的语言，并利用外微分形式的语言把微分

和积分这一对矛盾统一在斯托克斯（Stokes）积分公式中，这就使得牛顿和莱布尼

兹的微积分基本公式达到了一个统一的新高度，以后的发展就属于近代数学的范

畴了。

本书在内容的编排上试图展现微积分发展各阶段的重要成果，并适当地采用

现代数学的思想方法和观点处理经典的分析问题。下面对本书主要内容作一简要

介绍。由于数学分析是非常成熟的一门基础课程，我们只着重于介绍和传统教材有

较大差别的地方。

在第一章中我们介绍了集合与映射的一些基本概念。这一章虽然是复习性质

的，但我们还是引入了确界和可数这两个重要概念。我们把确界原理作为一元分析

的基础，在第二章关于数列极限的论述中这一点显得特别突出。实数的构造以及实

数系的基本性质对于一元分析来说是非常重要的，但为了减轻负担，我们将实数构

造的理论放在第一章附录中了。

第三章研究连续函数。和传统教材不同的是，我们在这里就已经介绍了连续函

数的积分了。这样，在第四章中，我们就很快得到了微积分的基本定理 —Newton-

Leibniz 公式，从而不定积分的内容就显得较为自然。微分中值定理和 Taylor 展开

是一元微分学发展的一个高峰，我们在第五章中介绍这部分内容。

第六章和第七章是一元函数积分的内容。Riemann 积分是一元分析的一个难

点。由于前面已经有连续函数的积分，Riemann积分的理解难度有所降低。为了透

彻地理解 Riemann 积分，我们还引入了零测集的概念，利用它刻画了可积函数。

第八、九和第十章是关于无穷级数理论的，这是分析学的经典内容。其中，关

于数项级数，我们突出了 Kummer 判别法的作用，由此简化了众多收敛发散判别

法的叙述。我们在这几章的最后一节中讨论了一些进一步的内容，如级数用于近似

计算，Euler-Maclaurin公式以及 Stirling公式的渐近展开，Fourier级数的平均收敛

和一致收敛性，以及对于等分布问题和等周问题的应用等。对于 Fourier 级数中重
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要的 Parseval 等式，我们所用的证明方法和传统的教材也有所不同。

第十一章是承前继后的一章。我们将实数的基本性质提炼出来，引入了内积空

间和度量空间的概念，并通过完备性，紧致性和连通性等刻画了连续映射的基本性

质。与度量空间有关的内容十分丰富，我们在这里只挑选了最必需的若干概念和定

理，一方面将一元分析中所获得的概念做了一些提升，另一方面为多元分析准备扎

实的基础。当然，在课时有限的情况下也可将所有的论述局限于欧氏空间。

第十二章是多元函数的微分学。这一章对于线性代数的要求较高，读者应当具

备线性映射、线性变换的基础知识。究其原因，是因为微分学的基本手法无非是作

线性化，线性代数的语言很自然地要用上。比如，在这一章里，无论是拟微分中值

定理，还是逆映射定理，隐映射定理，甚至是 Lagrange乘数法，它们的严格表述和

证明都是用线性代数的语言完成的，其中 Jacobian 矩阵起了突出的作用。

第十三章是多元函数的 Riemann 积分。和一元函数一样，我们也是用零测集

刻画可积函数乃至可求面积（体积）集的。除了强调计算以外，我们还给出了多重

积分变量代换公式的完整证明，这个证明通常是被省略的。我们的证明和其它一些

教材上的也不相同。

第十四章是曲线曲面上的积分。我们实际上统一处理了欧氏空间中正则子流

形上的积分。关于 Green公式、Gauss公式和 Stokes公式，我们没有采用分割积分

区域为较简单区域的传统办法，而宁愿使用区域变换的观点讨论问题。这一章的附

录中介绍了重要的 Riemann-Stieltjes 积分，它们是在考虑可求长曲线时自然出现

的。作为应用，通过考虑 Riemann-Stieltjes 积分我们还得到了 Riemann 积分的中

值公式，分部积分公式和变量替换公式的最一般情形。

第十五章部分地反映了微积分发展的第三阶段的成果，我们引入了微分形式，

外微分运算，并给出了整体曲面的定义，讨论了曲面的定向，最后统一了 Green公

式，Gauss 公式和曲面上的 Stokes 公式。

第十六章讨论含参变量的积分。其中，关于 Gamma 函数的 Stirling 公式的证

明，我们提供了两个办法，它们和传统教材上的处理方法也不太一样。最后，我们

还讨论了 Fourier变换的乘积公式，反演公式和 Plancherel公式，并讨论了 Fourier

分析的几个重要应用。

本书作为讲义的形式曾在南京大学数学系多次试用，在试用过程中，程健、胡

泽春、尤建功和张高飞等诸位老师都贡献了宝贵的意见和建议；扬州大学徐海峰博

士也仔细校订了本书前五章初稿，作者在此一并致谢。

总体而言，本书的基本内容仍然属于经典的微积分范畴。在取材方面我们着重

理论和应用，在定理的证明方面我们着重自然和简洁。限于作者的水平，如有处理

得不恰当的地方还请专家予以批评指正。
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第六章 Riemann 积分

我们在第三章中已经介绍了连续函数在闭区间上的积分. 在实际应用中, 往往

也需要考虑非连续函数如何积分的问题. 例如, 函数 fpxq “ 1, x P r0, 1q; fpxq “ 2,

x P r1, 2s 在区间 r0, 2s 上有一个间断点, 但 fpxq 的图像和三条直线 x “ 0, x “ 2

以及 y “ 0 所围成的区域仍然是可以求面积的, 即 fpxq 在某种意义下也应该可积.

Riemann 研究了有界函数的积分, 他把可积函数类从连续函数类做了很大的扩充.

Lebesgue 进一步发现可积函数就是 “几乎处处” 连续的函数.

§6.1 Riemann 可积

设 fpxq 是定义在闭区间 ra, bs 上的函数 (不一定连续), 考虑由直线 x “ a,

y “ b, y “ 0 及曲线 y “ fpxq 围成的曲边梯形. 受连续函数积分定义的启发, 为了

计算它的面积, 我们用若干小矩形面积之和去逼近: 将 ra, bs 分割为

a “ x0 ă x1 ă ¨ ¨ ¨ ă xn “ b,

第 i 个小梯形的面积可用 fpξiq∆xi 近似逼近, 其中 ξi P rxi´1, xis, ∆xi “ xi ´ xi´1.

于是和
n
ÿ

i“1

fpξiq∆xi 表示曲边梯形 ABCD 的面积的近似值. 我们期望, 当 ra, bs 的

分割越来越细时, 这个近似值越来越接近所求面积, 用极限表示出来就是

SABCD “ lim
}π}Ñ0

n
ÿ

i“1

fpξiq∆xi,

这里 }π} “ max
1ďiďn

t∆xiu. 如果上述极限存在, 则记为
ż b

a

fpxqdx.

A B

D

Cy = f(x)

0
x

y

图 6.1 曲边梯形的面积

1
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详细说来, 设函数 fpxq 定义于区间 ra, bs, ra, bs 中有 n ` 1 个点依次为 a “

x0 ă x1 ă ¨ ¨ ¨ ă xn “ b, 它们将 ra, bs 分成 n 个小区间 ∆i “ rxi´1, xis p1 ď i ď nq,

这些分点及小区间构成了 ra, bs 的一个分割, 记为

π : a “ x0 ă x1 ă ¨ ¨ ¨ ă xn “ b.

小区间 ∆i 的长度为 ∆xi “ xi ´ xi´1, 并记

}π} “ max
1ďiďn

t∆xiu,

称为分割 π 的模.

对于分割 π, 任取点 ξi P ∆i “ rxi´1, xis p1 ď i ď nq. 称

n
ÿ

i“1

fpξiq∆xi

为 f 在 ra, bs 上的一个 Riemann 和或积分和.

A B

D

Cy = f(x)
f(ξi)

xi−1ξi xi0
x

y

图 6.2 Riemann 和

定义 6.1.1 (Riemann 积分). 设 f 如上, 如果存在实数 I, 使得任给 ε ą 0, 均

存在 δ ą 0, 对任何分割 π, 只要 }π} ă δ, 就有

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

i“1

fpξiq∆xi ´ I
ˇ

ˇ

ˇ
ă ε, @ ξi P rxi´1, xis, i “ 1, ¨ ¨ ¨ , n,

则称 f 在 ra, bs 上 Riemann 可积或可积, I 为 f 在 ra, bs 上的 p 定 q 积分, 记为

I “

ż b

a

fpxq dx “ lim
}π}Ñ0

n
ÿ

i“1

fpξiq∆xi.

其中 f 称为被积函数, ra, bs 称为积分区间, a, b 分别称为积分下限与积分上限.
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注. p1q 积分与变量 x 的选择无关, 即

ż b

a

fpxq dx “

ż b

a

fptq dt.

p2q如果 f 在 ra, bs上可积,则积分
ż b

a

fpxq dx是惟一确定的; 根据第三章第五

节的讨论可知连续函数总是可积的.

定理 6.1.1 (可积的必要条件). 若 f 在 ra, bs 上可积, 则 f 在 ra, bs 上有界, 反

之不然.

证明. 假设 f 在 ra, bs上可积,沿用上面的记号,记 I 为其积分. 取 ε “ 1, 由定

义, 存在 δ ą 0, 对 ra, bs 的任意分割

π : a “ x0 ă x1 ă ¨ ¨ ¨ ă xn “ b,

当 }π} ă δ 时, 任取 ξi P rxi´1, xis p1 ď i ď nq, 均有

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

i“1

fpξiq∆xi ´ I
ˇ

ˇ

ˇ
ă 1.

特别地, 取自然数 n ą
b´ a

δ
, 对区间 ra, bs 做 n 等分, 即

xi “ a`
i

n
pb´ aq, i “ 0, ¨ ¨ ¨ , n,

此时 }π} “
b´ a

n
ă δ. 我们有

ˇ

ˇ

ˇ

b´ a

n

n
ÿ

i“1

fpξiq ´ I
ˇ

ˇ

ˇ
ă 1, @ ξi P

“

a`
i´ 1
n

pb´ aq, a`
i

n
pb´ aq

‰

,

从而
ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

i“1

fpξiq
ˇ

ˇ

ˇ
ď

n

b´ a
p1 ` |I|q.

对于固定的 j P t1, 2, ¨ ¨ ¨ , nu, 当 i ‰ j 时, 我们取 ξi “ a`
i

n
pb´ aq, 令

M “ max
0ďiďn

!ˇ

ˇ

ˇ
f
`

a`
i

n
pb´ aq

˘

ˇ

ˇ

ˇ

)

,

则有如下估计:

|fpξjq| ď

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

i‰j

f
`

a`
i

n
pb´ aq

˘

ˇ

ˇ

ˇ
`

n

b´ a
p1 ` |I|q

ď pn´ 1qM `
n

b´ a
p1 ` |I|q,
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这个估计对任意 ξj P
“

a`
j ´ 1
a

pb´ aq, a`
j

a
pb´ aq

‰

均成立, 因此有

|fpxq| ď pn´ 1qM `
n

b´ a
p1 ` |I|q, @ x P ra, bs,

这就说明 f 有界.

有界函数未必可积, Dirichlet 函数 Dpxq 即为例子: 任给一个分割, 当 ξi 取

rxi´1, xis 中的无理数时, 积分和为 0; 当 ξi 取 rxi´1, xis 中有理数时, 积分和为 1.

因此 Dpxq 的积分和没有极限. �
除了连续函数之外, 还有哪些有界函数是可积的呢? 如同研究有界数列的收敛

性要考虑上极限和下极限一样, 我们考虑有界函数 Riemann 和的 “最大” 值和 “最

小” 值. 对于分割

π : a “ x0 ă x1 ă ¨ ¨ ¨ ă xn “ b,

记 Mi “ sup
xPrxi´1,xis

fpxq, mi “ inf
xPrxi´1,xis

fpxq, 令

S “

n
ÿ

i“1

Mi ¨ ∆xi, s “

n
ÿ

i“1

mi ¨ ∆xi,

我们称 S 为 f 关于 π 的 Darboux上和,简称上和,也记为 Spπq或 Spπ, fq; 而 s称

为 Darboux 下和, 简称下和, 也记为 spπq 或 spπ, fq.

0

y

x
0

y

x

图 6.3 上和与下和

显然, 任何 Riemann 和总是介于下和与上和之间. 跟第三章一样, 我们称

ωi “ Mi ´mi “ sup
xPrxi´1,xis

fpxq ´ inf
xPrxi´1,xis

fpxq

为 f 在 rxi´1, xis 上的振幅. 由定义, 上和与下和之差可以表示为

S ´ s “

n
ÿ

i“1

ωi ¨ ∆xi.
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Riemann 对于积分的贡献之一就是证明了 f 可积当且仅当 S ´ s 的极限为零 (当

分割的模趋于零时). Darboux 进一步研究了任意有界函数的上和与下和的极限.

以下总是假定 f 为有界函数, 并记 M “ sup
xPra,bs

fpxq, m “ inf
xPra,bs

fpxq.

下面的引理给出了上和与下和的重要性质, 这种单调性质与数列的情形类似.

引理 6.1.2. 设分割 π1 是从 π 添加 k 个分点得到的, 则有

Spπq ě Spπ1q ě Spπq ´ pM ´mqk}π},

spπq ď spπ1q ď spπq ` pM ´mqk}π}.

特别地, 对于给定的分割增加新的分点时, 下和不减, 上和不增.

证明. 为了简单起见, 我们证明 k “ 1 的情形. 此时, 设新添加的分点为 x̄, 则

x̄ 必落在某个区间 pxj´1, xjq 内. 由上和的定义,

Spπq “

n
ÿ

i“1

Mi ¨ ∆xi “ Mj ¨ ∆xj `
ÿ

i‰j

Mi ¨ ∆xi,

Spπ1q “ M 1
j ¨ px̄´ xj´1q `M2

j pxj ´ x̄q `
ÿ

i‰j

Mi ¨ ∆xi,

这里 M 1
j 及 M2

j 分别是 f 在区间 rxj´1, x̄s 及 rx̄, xjs 中的上确界. 因为 M 1
j ď Mj ,

M2
j ď Mj , 从而有

0 ď Spπq ´ Spπ1q “ pMj ´M 1
jqpx̄´ xj´1q ` pMj ´M2

j qpxj ´ x̄q

ď pM ´mqpx̄´ xj´1q ` pM ´mqpxj ´ x̄q

“ pM ´mq∆xj ď pM ´mq}π}.

即 Spπq ě Spπ1q ě Spπq ´ pM ´mq}π}. 下和的情形同理可证. �

推论 6.1.3. 对于任意两个分割 π1 及 π2, 有

spπ1q ď Spπ2q.

证明. 用 π1 Y π2 表示将 π1 和 π2 的所有分点合并后得到的分割 (重复的分点

只取一次), 则 π1 Y π2 既可以看成由 π1 添加分点而来, 又可以看作从 π2 添加分点

而来. 由引理 6.1.2, 有

spπ1q ď spπ1 Y π2q ď Spπ1 Y π2q ď Spπ2q.

这也就是说任意下和总是不超过任意上和. �
下面的定理和有界数列的上极限和下极限都存在也是类似的.
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定理 6.1.4 (Darboux). lim
}π}Ñ0

Spπq “ inf
π
Spπq, lim

}π}Ñ0
spπq “ sup

π
spπq.

证明. 根据定义, 总有下面的估计:

mpb´ aq ď spπq ď Spπq ď Mpb´ aq,

因此 inf
π
Spπq 和 sup

π
spπq 都存在.

任给 ε ą 0, 由下确界的定义知, 存在分割 π1, 使得

Spπ1q ă inf
π
Spπq `

ε

2
.

设 π1 由 k 个分点构成. 对于任意另一分割 π, π Y π1 至多比 π 多 k 个分点. 由引

理 6.1.2, 有

Spπq ´ pM ´mqk}π} ď Spπ Y π1q ď Spπ1q ă inf
π
Spπq `

ε

2
.

于是, 当 }π} ă δ “
ε

2pM ´m` 1qk
时,

inf
π
Spπq ď Spπq ď pM ´mqk

ε

2pM ´m` 1qk
` inf

π
Spπq `

ε

2

ă inf
π
Spπq ` ε,

这就证明了

lim
}π}Ñ0

Spπq “ inf
π
Spπq.

下和的极限同理可证. �
我们称 inf

π
Spπq 为 f 在 ra, bs 上的上积分, sup

π
spπq 为 f 在 ra, bs 上的下积分.

Riemann 和 Darboux 关于函数可积性的结果反映在下面的重要定理中, 它可对比

于数列极限相应的定理 ??.

定理 6.1.5 (可积的充要条件). 设 f 为 ra, bs 上的有界函数, 则以下命题等价:

p1q f 在 ra, bs 上 Riemann 可积.

p2q f 在 ra, bs 上的上积分和下积分相等.

p3q lim
}π}Ñ0

n
ř

i“1

ωi ¨ ∆xi “ 0.

p4q 任给 ε ą 0, 存在 ra, bs 的某个分割 π, 使得

Spπq ´ spπq “

n
ÿ

i“1

ωi ¨ ∆xi ă ε.

证明. p1q ùñ p2q: 设 f 在 ra, bs 上可积, 其积分为 I. 于是任给 ε ą 0, 存在

δ ą 0, 当 }π} ă δ 时, 有

I ´ ε ă

n
ÿ

i“1

fpξiq ¨ ∆xi ă I ` ε.
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特别地, 我们得到

I ´ ε ď

n
ÿ

i“1

inf
xPrxi´1,xis

fpxq ¨ ∆xi “ spπq

ď

n
ÿ

i“1

sup
xPrxi´1,xis

fpxq ¨ ∆xi “ Spπq

ď I ` ε,

这说明 lim
}π}Ñ0

spπq “ lim
}π}Ñ0

Spπq “ I. 由 Darboux 定理即知 f 的上下积分相等.

p2q ùñ p1q: 设 sup
π
spπq “ inf

π
Spπq “ I. 由 Darboux 定理, 任给 ε ą 0, 存在

δ ą 0, 当 }π} ă δ 时, 有

I ´ ε ă spπq ď

n
ÿ

i“1

fpξiq ¨ ∆xi ď Spπq ă I ` ε,

这说明

lim
}π}Ñ0

n
ÿ

i“1

fpξiq ¨ ∆xi “ I,

也就是说 f 在 ra, bs 上可积, 积分为 I.

p2q ðñ p3q: 这可由 Darboux 定理及下式得到

lim
}π}Ñ0

n
ÿ

i“1

ωi ¨ ∆xi “ lim
}π}Ñ0

pSpπq ´ spπqq “ inf
π
Spπq ´ sup

π
spπq.

p3q ùñ p4q: 这是显然的.

p4q ùñ p2q: 如果存在分割 π, 使得 Spπq ´ spπq ă ε, 则由

spπq ď sup
π1
spπ1q ď inf

π1
Spπ1q ď Spπq

知

0 ď inf
π1
Spπ1q ´ sup

π1
spπ1q ď Spπq ´ spπq ă ε.

由 ε 的任意性即知 f 的上和与下和相等.

这就证明了 p1q p2q p3q p4q 的等价性. �

推论 6.1.6. p1q 设 rα, βs Ă ra, bs, 如果 f 在 ra, bs 上可积, 则 f 在 rα, βs 上也

可积.

p2q 设 c P pa, bq, 如果 f 在 ra, cs 及 rc, bs 上都可积, 则 f 在 ra, bs 上可积.

证明. p1q 任给 ε ą 0, 由于 f 在 ra, bs 上可积, 由定理 6.1.5 p3q, 存在 δ ą 0, 当

}π} ă δ 时,
n
ř

i“1

ωi ¨ ∆xi ă ε. 取 rα, βs 的一个分割 π1, 使得 }π1} ă δ. 显然, 可构造

ra, bs 的分割 π, 使得 π 是 π1 通过添加 ra, bs ´ rα, βs 中的分点得到, 且 }π} ă δ, 则
ÿ

π1

ωi ¨ ∆xi ď
ÿ

π

ωi ¨ ∆xi ă ε.
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由定理 6.1.5 p4q 知, f 在 rα, βs 上可积.

(2) 用定理 6.1.5 p4q 很容易证明, 留作习题. �

例 6.1.1. 设 f, g 均为 ra, bs 上的可积函数, 则 fg 也是 ra, bs 上的可积函数.

证明. 因为可积函数是有界的, 故存在 K ą 0, 使得

|fpxq| ď K, |gpxq| ď K, @ x P ra, bs.

任给 ε ą 0, 由定理 6.1.5 p3q, 存在 δ ą 0, 当 }π} ă δ 时,

ÿ

π

ωipfq ¨ ∆xi ă
ε

2K ` 1
,

ÿ

π

ωipgq ¨ ∆xi ă
ε

2K ` 1
.

如果 rxi´1, xis 为 π 中的一个小区间, 则

ωipfgq “ sup
x1,x2Prxi´1,xis

|fpx1qgpx1q ´ fpx2qgpx2q|

“ sup
x1,x2Prxi´1,xis

|fpx1qgpx1q ´ fpx1qgpx2q ` fpx1qgpx2q ´ fpx2qgpx2q|

ď sup
x1,x2Prxi´1,xis

“

|fpx1q||gpx1q ´ gpx2q| ` |gpx2q||fpx1q ´ fpx2q|
‰

ď Kpωipgq ` ωipfqq,

从而有
ÿ

π

ωipfgq ¨ ∆xi ď K
ÿ

π

pωipfq ` ωipgqq ¨ ∆xi

“ K
ÿ

π

ωipfq ¨ ∆xi `K
ÿ

π

ωipgq ¨ ∆xi

ă K ¨
ε

2K ` 1
`K ¨

ε

2K ` 1
ă ε.

由定理 6.1.5 知 fg 可积. �
根据定理 6.1.5 可以得到几类可积函数, 它们不一定总是连续的.

定理 6.1.7 (可积函数类). p1q 若 f 在 ra, bs 上连续, 则 f 在 ra, bs 上可积;

p2q 若有界函数 f 只在 ra, bs 中有限个点处不连续, 则 f 可积;

p3q 若 f 为 ra, bs 上的单调函数, 则 f 可积;

证明. p1q 见第三章第五节 (??).

p2q 我们用定理 6.1.5 p4q 来证明. 任给 ε ą 0, 设 x̄k pk “ 1, ¨ ¨ ¨ , Nq 为 f 的

间断点, 取 0 ă ρ ă
ε

4pM ´m` 1qN
, 使得 px̄k ´ ρ, x̄k ` ρq pk “ 1, ¨ ¨ ¨ , Nq 互不相

交. 去掉这些开区间后, ra, bs 剩下的部分由有限个闭区间组成, 且 f 在这些闭区

间上连续. 根据闭区间上连续函数的一致连续性, 可以取这些闭区间的分割, 使得



§6.1 Riemann 可积 9

f 在每个小区间上的振幅均小于
ε

2pb´ aq
. 这些闭区间的分割连同 rx̄k ´ ρ, x̄k ` ρs

p1 ď k ď Nq 组成了 ra, bs 的分割, 记为 π. 对于此分割, 有

Spπq ´ spπq ď
ε

2pb´ aq
pb´ aq ` pM ´mq

N
ÿ

i“1

2ρ

ď
ε

2
` pM ´mq

2Nε
4pM ´m` 1qN

ă ε.

由定理 6.1.5 p4q 知 f 可积.

p3q 设 f 为 ra, bs 上单调函数, 不妨设 f 单调递增. 任给 ε ą 0, 任取 ra, bs 的分

割 π, 使得 }π} ă
ε

fpbq ´ fpaq ` 1
, 则

n
ÿ

i“1

ωi ¨ ∆xi “

n
ÿ

i“1

`

fpxiq ´ fpxi´1q
˘

¨ ∆xi

ď

n
ÿ

i“1

`

fpxiq ´ fpxi´1q
˘

¨
ε

fpbq ´ fpaq ` 1

“
`

fpxnq ´ fpx0q
˘ ε

fpbq ´ fpaq ` 1

“
`

fpbq ´ fpaq
˘ ε

fpbq ´ fpaq ` 1
ă ε,

由定理 6.1.5 p3q 知 f 可积. �
设 f 为 ra, bs 上定义的函数, 如果存在 ra, bs 的分割

π : a “ x0 ă x1 ă x2 ă ¨ ¨ ¨ ă xn “ b,

使得 f 在每一个小区间 pxi´1, xiq 中均为常数, 则称 f 为阶梯函数.

推论 6.1.8. 阶梯函数均为可积函数.

证明. 这是因为阶梯函数至多只有有限个间断点. �

例 6.1.2. p˚q r0, 1s 上的黎曼函数是可积的.

证明. 黎曼函数 Rpxq 定义为

Rpxq “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

1
q , x “

p
q P p0, 1q, p, q 为互素正整数,

1, x “ 0, 1,

0, x P p0, 1q 为无理数.

显然, 0 ď Rpxq ď 1. 任给 ε ą 0, 当
1
q

ě
ε

2
, 即 q ď

2
ε
时, r0, 1s 中形如

p

q
的既约分

数不超过 N “ Npεq 个. 取 δ “
ε

4N
, 对于 }π} ă δ 的任意分割, 包含上述既约分数
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的小区间至多只有 2N 个, 在其余的小区间上 Rpxq 的取值均小于
ε

2
, 因此

0 ď
ÿ

i

Rpξiq∆xi ď 2N}π} `
ε

2

ÿ

i

∆xi ď ε,

这说明 Rpxq 在 r0, 1s 上可积, 且积分为零. �
从上面的讨论中可以体会到, 要说明 f 为可积函数, 我们只要找到某个分割,

使得要么 f 在此分割中的小区间上的振幅很小, 要么振幅较大的那些小区间的总

长度很小. 这可以总结为下面的结果.

定理 6.1.9 (Riemann). 设 f 为 ra, bs 上的有界函数, 则 f 可积的充分必要条

件是任给 ε, η ą 0, 存在 ra, bs 的某个分割 π, 使得

ÿ

ωiěη

∆xi ă ε.

证明. (必要性) 设 f 可积, 则由定理 6.1.5 p4q, 任给 ε, η ą 0, 存在分割 π, 使得

n
ÿ

i“1

ωi ¨ ∆xi ă ε ¨ η,

从而

η ¨
ÿ

ωiěη

∆xi ď

n
ÿ

i“1

ωi ¨ ∆xi ă ε ¨ η,

其中上式左端表示对振幅大于或等于 η 的区间求和, 即有

ÿ

ωiěη

∆xi ă ε.

(充分性) 由已知条件, 任给 ε ą 0, 存在 ra, bs 的分割 π, 使得

ÿ

ωiě ε
2pb´aq

∆xi ă
ε

2pM ´m` 1q
.

对于这个分割, 有

n
ÿ

i“1

ωi ¨ ∆xi “
ÿ

ωiă ε
2pb´aq

ωi ¨ ∆xi `
ÿ

ωiě ε
2pb´aq

ωi ¨ ∆xi

ď
ε

2pb´ aq

ÿ

ωiă ε
2pb´aq

∆xi ` pM ´mq
ÿ

ωiě ε
2pb´aq

∆xi

ď
ε

2pb´ aq
pb´ aq ` pM ´mq

ε

2pM ´m` 1q
ă ε.

由定理 6.1.5 p4q 知 f 可积. �
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例 6.1.3. p˚q 设 f 在 ra, bs 上连续, φ 在 rα, βs 上可积, φprα, βsq Ă ra, bs. 则

f ˝ φ 在 rα, βs 上仍可积.

证明. 因为 f 在 ra, bs 上连续, 故一致连续. 任给 ε ą 0, 存在 δ ą 0, 当 x, y P

ra, bs, |x ´ y| ă δ 时, |fpxq ´ fpyq| ă
ε

2pβ ´ αq
. 因为 φ 在 rα, βs 上可积, 由定理

6.1.9, 存在 rα, βs 的分割 π : α “ t0 ă t1 ă ¨ ¨ ¨ ă tm “ β, 使得

ÿ

ωipφqěδ

∆ti ă
ε

4K ` 1
,

其中 K “ max
xPra,bs

|fpxq|. 于是

m
ÿ

i“1

ωipf ˝ φq ¨ ∆ti “
ÿ

ωipφqěδ

ωipf ˝ φq ¨ ∆ti `
ÿ

ωipφqăδ

ωipf ˝ φq ¨ ∆ti

ď 2K ¨
ÿ

ωipφqěδ

∆ti `
ε

2pβ ´ αq
¨

ÿ

ωipφqăδ

∆ti

ď 2K ¨
ε

4K ` 1
`

ε

2pβ ´ αq
¨ pβ ´ αq ă ε.

由定理 6.1.5 p4q 知 f ˝ φ 在 rα, βs 上可积. �
注. 如果条件改为 f 可积, φ 连续, 则复合函数 fpφq 未必可积 (有反例).

在本节最后, 我们简要介绍一下 Lebesgue 关于可积函数的进一步刻画.

定义 6.1.2 (零测集). 设 A Ă R, 如果任给 ε ą 0, 均存在覆盖 A 的至多可数

个开区间 tIiu, 使得
n
ÿ

i“1

|Ii| ď ε, @ n ě 1,

则称 A 为零测集.

例 6.1.4. p1q 有限集是零测集; p2q 可数集是零测集; p3q 零测集的子集仍为零

测集; p4q 可数个零测集之并仍为零测集.

证明. p1q 设 A “ txiu
n
i“1 为有限点集, 任给 ε ą 0, 记

Ii “
`

xi ´
ε

2n
, xi `

ε

2n
˘

, i “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n.

显然, tIiu 组成了 A 的一个覆盖, 且这些开区间的长度之和为

n
ÿ

i“1

|Ii| “

n
ÿ

i“1

2
ε

2n
“ ε,

因此 A 为零测集.
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p2q 设 A “ txiu
8
i“1 为可数点集, 任给 ε ą 0, 记

Ii “
`

xi ´
ε

2i`1
, xi `

ε

2i`1

˘

, i “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ .

显然, tIiu 组成了 A 的一个覆盖, 且

n
ÿ

i“1

|Ii| “

n
ÿ

i“1

2
ε

2i`1
ă ε,

因此 A 为零测集.

p3q 按定义, 这是显然的.

p4q 设 Ai pi ě 1q 为一列零测集. 于是任给 ε ą 0, 对于固定的 i, 存在 Ai 的开

区间覆盖 tIiju,使得 tIiju中任意有限个区间的长度之和均不超过
ε

2i
. 因为可数个

可数集合的并集仍是可数的, 故所有这些开区间 tIiju 仍组成了 tAiu 的并集的覆

盖, 且任意有限个开区间的长度和不超过

ε

2
`

ε

22
`

ε

23
` ¨ ¨ ¨ ď ε.

因此 tAiu 的并集仍为零测集. �
现在设 f 为 ra, bs上的有界函数. 我们回忆一下,函数 f 在 x P ra, bs处的振幅

定义为

ωpf, xq “ lim
rÑ0`

supt|fpx1q ´ fpx2q| : x1, x2 P px´ r, x` rq X ra, bsu.

f 在 x 处连续当且仅当 ωpf, xq “ 0. 设 δ ą 0, 记

Dδ “ tx P ra, bs |ωpf, xq ě δu,

则 f 的不连续点 (间断点) 全体为 Df “
8
Ť

n“1
D 1

n
.

定理 6.1.10 (Lebsegue). 有界函数 f 在 ra, bs 上 Riemann 可积的充分必要条

件是它的不连续点集 Df 为零测集.

证明. (必要性) 设 f 在 ra, bs 上 Riemann 可积. 固定 δ ą 0, 任给 ε ą 0, 存在

ra, bs 的分割

π : a “ x0 ă x1 ă ¨ ¨ ¨ ă xn “ b,

使得
n
ÿ

i“1

ωi ¨ ∆xi ă ε ¨
δ

2
.

如果 x P Dδ X pxi´1, xiq, 则显然 ωi ě ωpf, xq ě δ. 因此从上式可得

ÿ

DδXpxi´1,xiq‰H

∆xi ă
ε

2
.
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显然

Dδ Ă
ď

DδXpxi´1,xiq‰H

pxi´1, xiq

n
ď

i“0

`

xi ´
ε

4pn` 1q
, xi `

ε

4pn` 1q

˘

,

且
ÿ

DδXpxi´1,xiq‰H

∆xi `
2ε

4pn` 1q
¨ pn` 1q ă

ε

2
`
ε

2
“ ε,

由定义即知 Dδ 为零测集. 这说明 Df “
Ť

ně1
D 1

n
为零测集.

(充分性)设 |fpxq| ď K, @ x P ra, bs. 由假设, Df 为零测集, 故任给 ε ą 0, 存在

开区间 tpαj , βjq|j “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ u, 使得 Df Ă
Ť

j

pαj , βjq, 且

ÿ

j

pβj ´ αjq ď
ε

4K ` 1
.

对于 x P ra, bs ´
Ť

j

pαj , βjq, 因为 f 在 x 处连续, 故存在包含 x 的开区间 Ix, 使得 f

在 Ix 上的振幅小于
ε

2pb´ aq
. 由于 tpαj , βjq, Ixu为紧致集 ra, bs的一个开覆盖,它

有有限子覆盖, 且由下面的 Lebesgue 数引理, 可取 ra, bs 的分割

π : a “ x0 ă x1 ă ¨ ¨ ¨ ă xn “ b,

使得每一个小区间 rxi´1, xis 必含于某个 pαj , βjq 或 Ix 中. 此时

n
ÿ

i“1

ωi ¨ ∆xi ď
ÿ

rxi´1,xisĂpαj ,βjq

ωi ¨ ∆xi `
ÿ

rxi´1,xisĂIx

ωi ¨ ∆xi

ď 2K
ÿ

rxi´1,xisĂpαj ,βjq

∆xi `
ε

2pb´ aq

ÿ

rxi´1,xisĂIx

∆xi

ď 2K
ÿ

j

pβj ´ αjq `
ε

2pb´ aq
pb´ aq

ď 2K
ε

4K ` 1
`
ε

2
ă ε.

因此 f 在 ra, bs 上 Riemann 可积. �

引理 6.1.11 (Lebesgue 数). 设 tUαuαPΓ 为闭区间 ra, bs 的一个开覆盖, 则存

在正数 λ ą 0, 使得任何长度不超过 λ 的闭区间 I Ă ra, bs 必定完全包含于某个开

集 Uα 中.

证明. (反证法) 如果不然, 则存在一列闭区间 In, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , 使得 |In| ă
1
n

,

但 In 均不是任何 Uα 的子集. 记 In “ ran, bns, 由于 tanu 为有界点列, 从而必有收

敛子列, 不妨设 tanu 本身收敛, 其极限记为 ξ P ra, bs. 显然, tbnu 也收敛到 ξ. 因
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为 tUαu为 ra, bs的开覆盖,故存在某个 α, 使得 ξ P Uα. 又因为 Uα 为开集, 故存在

δ ą 0, 使得 pξ ´ δ, ξ ` δq Ă Uα. 这说明, 当 n 充分大时, 有

an, bn P pξ ´ δ, ξ ` δq Ă Uα,

此时 In “ ran, bns Ă Uα. 这与 In 的选取相矛盾. �
利用 Lebesgue定理重新判断本节定理和例子中函数的可积性就显得较简单了,

请读者自行完成.

习题 6.1

1. 判断下列函数在 r0, 1s 上的可积性:

p1q fpxq “

$

&

%

´1, x P Q,

1, x P R ´ Q.
p2q fpxq “

$

&

%

x, x P Q,

0, x P R ´ Q.

p3q fpxq “

$

&

%

sgnpsin π
x q, x ‰ 0,

0, x “ 0.
p4q fpxq “

$

&

%

1
x ´ r 1

x s, x ‰ 0,

0, x “ 0.

2. 设 fpxq 在 ra, bs 上可积, 则 fpx` cq 在 ra´ c, b´ cs 上可积, 且
ż b

a

fpxqdx “

ż b´c

a´c

fpx` cqdx.

3. 计算下列积分:

p1q

ż b

a

ˇ

ˇx´
a` b

2

ˇ

ˇ dx; p2q

ż b

a

`

x´
a` b

2
˘2
dx.

4. 设 fpxq在 ra, bs上可积, gpxq与 fpxq只在有限个点处不同,则 gpxq也可积,且
ż b

a

fpxqdx “

ż b

a

gpxqdx.

5. 设 fpxq在 r0, 1s上可积,且
ż 1

0

fpxqdx “ A ą 0. 证明, 存在子区间 rα, βs, 使得

fpxq ą
1
2
A, @ x P rα, βs. (提示: 用反证法估计上和.)

6. 设 fpxq 为 r0, 1s 上的非负可积函数, 且
ż 1

0

fpxqdx “ 0. 证明, 任给 ε ą 0, 均存

在子区间 rα, βs, 使得 fpxq ă ε, @ x P rα, βs.

7. 设 fpxq 为 ra, bs 上的连续函数. 如果存在一个分割, 使得关于该分割的上和与

下和相等, 则 f 为常值函数.
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8. 设 fpxq 在 ra, bs 上可积, 且存在常数 C ą 0, 使得 |fpxq| ě C pa ď x ď bq. 证

明
1
f
在 ra, bs 上也是可积的.

9. 设 fpxq 在 ra, bs 上可积, 则函数

fpxq “ inf
tPra,xs

tfptqu, fpxq “ sup
tPra,xs

tfptqu

也是 ra, bs 上的可积函数.

10. 设 fpxq, gpxq 在 ra, bs 上可积, 且 fpxq 与 gpxq 在至多可数个点处不相等, 则

ż b

a

fpxqdx “

ż b

a

gpxqdx.

11. p˚q 设 fpxq ą 0 为 ra, bs 上的可积函数, 证明
ż b

a

fpxqdx ą 0.

12. p˚q 证明任何 (非退化的) 区间均不是零测集.

13. p˚q 设 f, g 均为可积函数, 如果 f 与 g 只在一个零测集上不相等, 则它们的积

分相等. (提示: 用上题, 考虑任意积分和.)

14. p˚q 设 f 可积, 有界函数 g 与 f 只在一个闭的零测集上不相等, 则 g 也是可积

的, 且它们的积分相等.

§6.2 定积分的性质

为了方便起见, 我们约定

当 a ă b 时,

ż a

b

fpxqdx “ ´

ż b

a

fpxqdx,

当 a “ b 时,

ż b

a

fpxqdx “ 0.

定理 6.2.1. p1q 设 f, g 在 ra, bs 上可积, λ, µ P R, 则 λf ` µg 在 ra, bs 上可积,

且
ż b

a

pλf ` µgqdx “ λ ¨

ż b

a

fpxqdx` µ ¨

ż b

a

gpxqdx.

p2q 设 f 在 ra, bs 上可积, c P pa, bq, 则 f 在 ra, cs 和 rc, bs 上可积, 且

ż b

a

fpxqdx “

ż c

a

fpxqdx`

ż b

c

fpxqdx.
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证明. p1q任给 ε ą 0,由 f, g可积知,存在 δ ą 0,当 ra, bs的分割 π满足 }π} ă δ

时
ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

i“1

fpξiq ¨ ∆xi ´

ż b

a

fpxqdx
ˇ

ˇ

ˇ
ă ε,

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

i“1

gpξiq ¨ ∆xi ´

ż b

a

gpxqdx
ˇ

ˇ

ˇ
ă ε,

从而有

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

i“1

rλfpξiq ` µgpξiqs ¨ ∆xi ´

´

λ ¨

ż b

a

fpxqdx` µ ¨

ż b

a

gpxqdx
¯

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď |λ| ¨

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

i“1

fpξiq ¨ ∆xi ´

ż b

a

fpxqdx
ˇ

ˇ

ˇ
` |µ| ¨

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

i“1

gpξiq ¨ ∆xi ´

ż b

a

gpxqdx
ˇ

ˇ

ˇ

ď |λ| ¨ ε` |µ| ¨ ε “ p|λ| ` |µ|q ¨ ε,

根据积分的定义知, λf ` µg 可积, 且积分为

λ ¨

ż b

a

fpxqdx` µ ¨

ż b

a

gpxqdx.

p2q 在前节已证 f 在小区间上也可积. 设 π1, π2 分别是 ra, cs 和 rc, bs 的分割,

当 }π1} Ñ 0, }π2} Ñ 0 时, π “ π1 Y π2 也满足条件 }π} Ñ 0. 于是

ż b

a

fpxqdx “ lim
}π1}Ñ0
}π2}Ñ0

ÿ

π1Yπ2

fpξiq ¨ ∆xi “ lim
}π1}Ñ0

ÿ

π1

fpξiq∆xi ` lim
}π2}Ñ0

ÿ

π2

fpξiq∆xi

“

ż c

a

fpxqdx`

ż b

c

fpxqdx.

注. 根据本节开头的约定, 如果 a, b, c 属于 f 的某可积区间, 则不论它们的相

对位置如何, p2q 中等式仍成立.

定理 6.2.2. p1q 设 f 为 ra, bs 上的非负可积函数, 则其积分非负;

p2q 如果 f, g 在 ra, bs 上可积, 且 fpxq ě gpxq, 则

ż b

a

fpxqdx ě

ż b

a

gpxqdx.

p3q 如果 f 在 ra, bs 上可积, 则 |fpxq| 也可积, 且

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

fpxqdx
ˇ

ˇ

ˇ
ď

ż b

a

|fpxq|dx.

证明. p1q 如果 f 非负可积, 则其积分和总是非负的, 从而积分非负.

p2q 由定理 6.2.1 p1q, f ´ g 在 ra, bs 上可积, 由 p1q 知

0 ď

ż b

a

pf ´ gqdx “

ż b

a

fpxqdx´

ż b

a

gpxqdx.
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p3q 设 f 在 ra, bs 上可积, 则任给 ε ą 0, 存在 ra, bs 的分割 π 满足

ÿ

π

ωipfq ¨ ∆xi ă ε.

因为
ˇ

ˇ|fpxq| ´ |fpyq|
ˇ

ˇ ď |fpxq ´ fpyq|, 故 ωip|f |q ď ωipfq, 从而

ÿ

π

ωip|f |q ¨ ∆xi ă ε,

这说明 |f | 可积. 因为

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

π

fpξiq ¨ ∆xi

ˇ

ˇ

ˇ
ď
ÿ

π

|fpξiq| ¨ ∆xi,

取极限知
ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

fpxqdx
ˇ

ˇ

ˇ
ď

ż b

a

|fpxq|dx.

下面的结果是连续函数的积分中值定理的推广.

定理 6.2.3 (积分第一中值定理). 设 f, g 在 ra, bs 上可积, 且 gpxq 不变号, 则

存在 µ, inf
xPra,bs

fpxq ď µ ď sup
xPra,bs

fpxq, 使得

ż b

a

fpxqgpxqdx “ µ ¨

ż b

a

gpxqdx.

证明. 不失一般性, 可设 gpxq ě 0. 则

`

inf
xPra,bs

fpxq
˘

gpxq ď fpxqgpxq ď
`

sup
xPra,bs

fpxq
˘

gpxq.

由定理 6.2.2 知

inf
xPra,bs

fpxq ¨

ż b

a

gpxqdx ď

ż b

a

fpxqgpxqdx ď sup
xPra,bs

fpxq ¨

ż b

a

gpxqdx.

上式说明, 如果
ż b

a

gpxqdx “ 0, 则
ż b

a

fpxqgpxqdx “ 0, 此时定理当然成立. 不然, 令

µ “

ż b

a

fpxqgpxqdx

ż b

a

gpxqdx

, 则 inf
xPra,bs

fpxq ď µ ď sup
xPra,bs

fpxq. �

注. 中值定理又称中值公式. 当 gpxq ” 1 时,

ż b

a

fpxqdx “ µ ¨ pb´ aq.
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引理 6.2.4. 如果 fpxq 在 ra, bs 上可积, 令

F pxq “

ż x

a

fptqdt, x P ra, bs,

则 F 是 ra, bs 上的连续函数.

证明. 与第三章第五节例 ?? 完全一样, 略. �

定理 6.2.5 (积分第二中值定理). 设 f 在 ra, bs 上可积.

p1q 如果 g 在 ra, bs 上单调递减, 且 gpxq ě 0, @ x P ra, bs, 则存在 ξ P ra, bs 使

得
ż b

a

fpxqgpxqdx “ gpaq ¨

ż ξ

a

fpxqdx.

p2q 如果 g 在 ra, bs 上单调递增, 且 gpxq ě 0, @ x P ra, bs, 则存在 η P ra, bs 使

得
ż b

a

fpxqgpxqdx “ gpbq ¨

ż b

η

fpxqdx.

p3q 一般地, 如果 g 为 ra, bs 上的单调函数, 则存在 ζ P ra, bs, 使得
ż b

a

fpxqgpxqdx “ gpaq ¨

ż ζ

a

fpxqdx` gpbq ¨

ż b

ζ

fpxqdx.

证明. p1q 记 F pxq “

ż x

a

fptqdt. 由引理 6.2.4 知 F 连续, 故达到最大值 M 和

最小值 m. 又因为 f 在 ra, bs 上可积, 故 f 有界. 设 |fpxq| ď K, @ x P ra, bs. 因为

g 单调递减, 由前节结论, g 可积. 从而任给 ε ą 0, 存在 ra, bs 的分割 π : a “ x0 ă

x1 ă ¨ ¨ ¨ ă xn “ b, 使得
n
ÿ

i“1

ωipgq ¨ ∆xi ă ε.

因此有 (注意 F px0q “ F paq “ 0)
ż b

a

fpxqgpxqdx “

n
ÿ

i“1

ż xi

xi´1

fpxqgpxqdx

“

n
ÿ

i´1

ż xi

xi´1

rgpxq ´ gpxi´1qs ¨ fpxqdx`

n
ÿ

i“1

gpxi´1q ¨

ż xi

xi´1

fpxqdx

ď

n
ÿ

i“1

ż xi

xi´1

|gpxq ´ gpxi´1q| ¨ |fpxq|dx`

n
ÿ

i“1

gpxi´1q ¨ rF pxiq ´ F pxi´1qs

ď K ¨

n
ÿ

i“1

ωipgq ¨ ∆xi `

n´1
ÿ

i“1

F pxiq ¨ rgpxi´1q ´ gpxiqs ` F pbq ¨ gpxn´1q

ď K ¨ ε`M ¨

n´1
ÿ

i“1

rgpxi´1q ´ gpxiqs `M ¨ gpxn´1q

“ K ¨ ε`M ¨ gpaq.
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对于 ´fpxq, 上式成为 (注意 ´F 的最大值是 ´m)

ż b

a

´fpxq ¨ gpxqdx ď K ¨ ε´m ¨ gpaq,

结合以上两个不等式, 得到

m ¨ gpaq ´K ¨ ε ď

ż b

a

fpxqgpxqdx ď M ¨ gpaq `K ¨ ε,

令 ε Ñ 0`, 有

m ¨ gpaq ď

ż b

a

fpxqgpxqdx ď M ¨ gpaq.

如果 gpaq “ 0, 则
ż b

a

fpxqgpxqdx “ 0. 如果 gpaq ą 0, 则有

m ď

ż b

a

fpxqgpxqdx

gpaq
ď M,

由连续函数的介值定理, 存在 ξ P ra, bs 使得 F pξq “

ż b

a

fpxqgpxqdx

gpaq
. 即

ż b

a

fpxqgpxqdx “ gpaq ¨ F pξq “ gpaq ¨

ż ξ

a

fpxqdx.

p2q 令 F̃ pxq “

ż b

x

fptqdt, F̃ 的最大值记为 M̃ . 与 p1q 类似, 有

ż b

a

fpxqgpxqdx “

n
ÿ

i“1

ż xi

xi´1

fpxqgpxqdx

“

n
ÿ

i“1

ż xi

xi´1

rgpxq ´ gpxiqsfpxqdx`

n
ÿ

i“1

gpxiq ¨

ż xi

xi´1

fpxqdx

ď K ¨

n
ÿ

i“1

ωipgq ¨ ∆xi `

n
ÿ

i“1

gpxiqrF̃ pxi´1q ´ F̃ pxiqs

ď K ¨ ε` gpx1q ¨ F̃ px0q `

n´1
ÿ

i“1

F̃ pxiqrgpxi`1q ´ gpxiqs

ď K ¨ ε` M̃ ¨ gpx1q ` M̃ ¨

n´1
ÿ

i“1

rgpxi`1q ´ gpxiqs

“ K ¨ ε` M̃ ¨ gpbq.

剩下的证明和 p1q 类似.
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p3q 先设 g 单调递减, 令 hpxq “ gpxq ´ gpbq, 则 h 单调递减, 且 h ě 0. 由 p1q,

存在 ζ P ra, bs, 使得

ż b

a

fpxq ¨ hpxqdx “ hpaq ¨

ż ζ

a

fpxqdx.

将 hpxq “ gpxq ´ gpbq代入上式,化简即得欲证结论. g 单调递增的情况留作习题. �
注. 在定理的证明过程中用到了求和的 Abel 变换技巧, 进一步的讨论和应用

请参见第八章第三节.

例 6.2.1. 证明 lim
nÑ8

ż 1

0

xn

1 ` x
dx “ 0.

证明. 当 x P r0, 1s 时,
1
2

ď
1

1 ` x
ď 1, 故

1
2
xn ď

xn

1 ` x
ď xn,

1
2

ż 1

0

xndx ď

ż 1

0

xn

1 ` x
dx ď

ż 1

0

xndx.

n Ñ `8 时, 上式两边极限为 0. 本例也可以用第一中值公式证明. �

例 6.2.2. 设 β ě 0, b ą a ą 0, 证明

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

e´βx sinx
x

dx
ˇ

ˇ

ˇ
ď

2
a
.

证明. 对 gpxq “
e´βx

x
, fpxq “ sinx 用积分第二中值公式, 此时存在 ξ P ra, bs,

使得
ż b

a

e´βx sinx
x

dx “
e´βa

a
¨

ż ξ

a

sinx dx “
e´βa

a
pcos a´ cos ξq,

这说明
ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

e´βx sinx
x

dx
ˇ

ˇ

ˇ
ď 2

e´βa

a
ď

2
a
,

欲证结果成立. �

例 6.2.3. 证明 lim
AÑ8

ż A

0

sinx
x

dx 存在.

证明. 在上例中取 β “ 0, 则当 B ą A ą 0 时, 有

ˇ

ˇ

ˇ

ż B

0

sinx
x

dx´

ż A

0

sinx
x

dx
ˇ

ˇ

ˇ
“

ˇ

ˇ

ˇ

ż B

A

sinx
x

dx
ˇ

ˇ

ˇ
ď

2
A

Ñ 0 pA Ñ 8q,

由 Cauchy 收敛准则即知欲证极限存在. �

例 6.2.4. p˚q 证明区间不是零测集.



§6.2 定积分的性质 21

证明. 只要对闭区间证明就可以了. 设闭区间 ra, bs被有限个区间 tIiu所覆盖,

不妨设 Ii 均包含于 ra, bs. 记 χi 为 Ii 的特征函数, 即

χipxq “ 1, 当 x P Ii; χipxq “ 0, 当 x R Ii.

于是 χi 为 ra, bs 上的可积函数, 且
ż b

a

χipxq dx “ |Ii|.

由 tIiu 覆盖 ra, bs 可知
ÿ

i

χipxq ě 1, @ x P ra, bs.

因此有
ÿ

i

|Ii| “
ÿ

i

ż b

a

χipxq dx “

ż b

a

ÿ

i

χipxq dx ě b´ a.

如果 ra, bs 被一列开区间覆盖, 则存在有限子覆盖, 于是上述论证表明这些开

区间的长度之和不小于 b´ a. 特别地, ra, bs 不是零测集. �

例 6.2.5 (阶梯逼近). 设 fpxq 为 ra, bs 上的可积函数, 则任给 ε ą 0, 存在阶

梯函数 gpxq, 使得
ż b

a

|fpxq ´ gpxq|dx ă ε.

证明. 因为 f 可积, 故任给 ε ą 0, 存在 ra, bs 的分割

π : a “ x0 ă x1 ă x2 ă ¨ ¨ ¨ ă xn “ b,

使得
n
ÿ

i“1

ωipfq∆xi ă ε.

在 ra, bs 上定义阶梯函数 g, 使得

gpxq “ fpxi´1q, @ x P rxi´1, xiq, i “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n.

则
ż b

a

|fpxq ´ gpxq|dx “

n
ÿ

i“1

ż xi

xi´1

|fpxq ´ gpxq|dx

“

n
ÿ

i“1

ż xi

xi´1

|fpxq ´ fpxi´1q|dx

ď

n
ÿ

i“1

ż xi

xi´1

ωipfqdx

“

n
ÿ

i“1

ωipfqpxi ´ xi´1q ă ε.
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因此 gpxq 就是所求阶梯函数. �
注. 显然, 我们构造的阶梯函数还满足条件

inf
xPra,bs

fpxq ď g ď sup
xPra,bs

fpxq.

例 6.2.6 (Riemann-Lebesgue). 设 fpxq 为 ra, bs 上的可积函数, 则

lim
λÑ`8

ż b

a

fpxq sinλxdx “ 0, lim
λÑ`8

ż b

a

fpxq cosλxdx “ 0.

证明. 以第一个极限为例. 因为 f 可积, 故任给 ε ą 0, 存在 ra, bs 的分割

π : a “ x0 ă x1 ă x2 ă ¨ ¨ ¨ ă xn “ b,

使得
n
ÿ

i“1

ωipfq∆xi ă
1
2
ε.

又因为 f 有界, 故存在 K, 使得 |fpxq| ď K, @ x P ra, bs. 于是当 λ ą
4nK
ε
时, 有

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

fpxq sinλxdx
ˇ

ˇ

ˇ
“

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

i“1

ż xi

xi´1

fpxq sinλxdx
ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

i“1

ż xi

xi´1

rfpxq ´ fpxi´1qs sinλxdx`

n
ÿ

i“1

ż xi

xi´1

fpxi´1q sinλxdx
ˇ

ˇ

ˇ

ď

n
ÿ

i“1

ż xi

xi´1

|fpxq ´ fpxi´1q|dx`

n
ÿ

i“1

|fpxi´1q|

ˇ

ˇ

ˇ

ż xi

xi´1

sinλxdx
ˇ

ˇ

ˇ

ď

n
ÿ

i“1

ωipfq∆xi `

n
ÿ

i“1

K
1
λ

| cosλxi´1 ´ cosλxi|

ă
1
2
ε`

2nK
λ

ă ε.

这说明第一个极限等式成立. 第二个极限等式同理可证. �
习题 6.2

1. 如果 f, g 在 ra, bs 上可积, 则 maxtf, gu 及 mintf, gu 均可积.

2. 设 fpxq 是 ra, bs 上定义的函数. 如果 f2pxq 可积, 则 |fpxq| 也可积.

3. 举例说明,可积函数的复合不一定可积. (提示: 考虑符号函数和 Riemann函数

的复合.)

4. 设 fpxq 在 ra, bs 上可积, 证明存在 ξ P ra, bs, 使得
ż ξ

a

fpxqdx “

ż b

ξ

fpxqdx.
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5. 设 fpxq, gpxq 在 ra, bs 上可积, 则有如下 Cauchy-Schwarz 不等式:

”

ż b

a

fpxqgpxq dx
ı2

ď

ż b

a

f2pxq dx

ż b

a

g2pxq dx.

6. 设 fpxq ě 0 在 ra, bs 上可积, λ P R, 则

´

ż b

a

fpxq cosλx dx
¯2

`

´

ż b

a

fpxq sinλx dx
¯2

ď

”

ż b

a

fpxq dx
ı2

.

(提示: f “
?
f ¨

?
f , 用上题.)

7. 比较下列各题中积分的大小:

p1q

ż π
2

0

sin4 x dx 与

ż π
2

0

sin3 x dx; p2q

ż 1

0

e´x dx 与

ż 1

0

e´x2
dx.

8. 设 fpxq 为 r0, 1s 上的可积函数, 则 lim
nÑ`8

ż 1

0

xnfpxqdx “ 0.

9. 设 fpxq为 r0, 1s上的连续函数, 则 lim
nÑ`8

n

ż 1

0

xnfpxqdx “ fp1q. (提示: nxn 在

r0, 1s 上积分趋于 1, 在 r0, δs 上很小, 如果 0 ă δ ă 1.)

10. 证明:

p1q lim
nÑ8

ż π
2

0

sinn x dx “ 0; lim
nÑ8

ż n`p

n

cosx
x

dx “ 0 pp ą 0q.

11. p˚q 设 fpxq 为 ra, bs 上的可积函数, 则任给 ε ą 0, 存在连续函数 gpxq, 使得

inf f ď gpxq ď sup f , 且
ż b

a

|fpxq ´ gpxq|dx ă ε.

12. p˚q 设 fpxq 在 rc, ds 上可积, 设 ra, bs Ă pc, dq, 则

lim
hÑ0

ż b

a

|fpx` hq ´ fpxq|dx “ 0.

13. p˚q 设 a, b ą 0, fpxq 在 r´a, bs 上非负可积, 且
ż b

´a

xfpxqdx “ 0, 则

ż b

´a

x2fpxqdx ď ab

ż b

´a

fpxqdx.

14. p˚q 设 fpxq, gpxq 为 ra, bs 上同时单调递减或同时单调递增函数, 则
ż b

a

fpxqgpxqdx ě
1

b´ a

ż b

a

fpxqdx

ż b

a

gpxqdx.
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§6.3 微积分基本公式

定理 6.3.1 (微积分基本定理). 设 f 在 ra, bs 上可积, 且在 x0 P ra, bs 处连续,

则 F pxq “

ż x

a

fptqdt 在 x0 处可导, 且

F 1px0q “ fpx0q.

证明. 与定理 ?? 相同, 略. �

推论 6.3.2. 设 f 在 ra, bs 上连续, upxq : pc, dq Ñ ra, bs 与 vpxq : pc, dq Ñ ra, bs

为可微函数, 则有

´

ż upxq

vpxq

fptqdt
¯1

“ fpupxqqu1pxq ´ fpvpxqqv1pxq.

证明. 应用复合函数求导的链规则, 有

´

ż upxq

vpxq

fptqdt
¯1

“

´

ż upxq

a

fptqdt´

ż vpxq

a

fptqdt
¯1

“

´

ż u

a

fptqdt
¯1ˇ
ˇ

ˇ

u“upxq
u1pxq ´

´

ż vpxq

a

fptqdt
¯1ˇ
ˇ

ˇ

v“vpxq
v1pxq

“ fpupxqqu1pxq ´ fpvpxqqv1pxq.

例 6.3.1. 设 F pxq “

ż 2x

´x

sin t
t
dt, 求 F 1pxq 及 F 1p0q.

解. 在 t “ 0 处定义
sin t
t
为 1, 此时

sin t
t
为 R 上的连续函数. 由上述推论可

得

F 1pxq “
sinp2xq

2x
¨ 2 ´

sinp´xq

´x
¨ p´1q “

1
x

psinx` sin 2xq

特别地, 当 x “ 0 时, F 1p0q “ 1 ` 2 “ 3. �

定理 6.3.3 (Newton-Leibniz 公式). 设 F 在 ra, bs 上可微, 且 F 1 “ f 在 ra, bs

上 Riemann 可积, 则
ż b

a

fpxqdx “ F pbq ´ F paq.

`

此式又写为

ż b

a

F 1pxqdx “ F pbq ´ F paq “ F pxq

ˇ

ˇ

ˇ

b

a

˘

.

证明. 任取 ra, bs 的一个分割 π : a “ x0 ă x1 ă ¨ ¨ ¨xn “ b, 由微分中值定理,

存在 ξi P pxi´1, xiq, 使得

F pxiq ´ F pxi´1q “ F 1pξiqpxi ´ xi´1q “ fpξiq∆xi, i “ 1, ¨ ¨ ¨ , n.



§6.3 微积分基本公式 25

因此

F pbq ´ F paq “

n
ÿ

i“1

rF pxiq ´ F pxi´1qs “

n
ÿ

i“1

fpξiq∆xi,

因为 f 可积, 故当 }π} Ñ 0 时上式右边趋于
ż b

a

fpxq dx, 这说明

F pbq ´ F paq “

ż b

a

fpxq dx.

这就证明了公式. �
注. (1) 本定理结论与第四章第三节相应的定理一样, 只是条件弱一些, 读者可

比较两处的证明有何不同.

(2) 需要注意的是, 可微函数的导函数不一定是可积的, 如函数

F pxq “

$

&

%

x2 sin 1
x2 , x ‰ 0,

0, x “ 0,

在 r0, 1s 上可微, 其导函数为

F 1pxq “

$

&

%

2x sin 1
x2 ´ 2

x cos 1
x2 , x ‰ 0,

0, x “ 0,

这是无界函数, 因此不是 Riemann 可积的. 进一步还可以构造导函数有界但不可

积的例子.

例 6.3.2. 设 f 在 ra, bs 上连续可微, fpaq “ 0, 则
ż b

a

f2pxqdx ď
pb´ aq2

2

ż b

a

rf 1pxqs2dx.

证明. 我们先来估计 f2pxq:

f2pxq “
`

fpxq ´ fpaq
˘2

“

”

ż x

a

f 1ptqdt
ı2

ď

ż x

a

rf 1ptqs2dt

ż x

a

12dt pCauchy ´ Schwarzq

ď px´ aq

ż b

a

rf 1ptqs2dt,

这说明
ż b

a

f2pxqdx ď

ż b

a

px´ aq

ż b

a

rf 1ptqs2dt dx

“

ż b

a

rf 1ptqs2dt
px´ aq2

2

ˇ

ˇ

ˇ

b

a

“
pb´ aq2

2

ż b

a

rf 1pxqs2dx.
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定理 6.3.4 (换元法). 设 fpxq 在 ra, bs 上连续, x “ φptq 在 rα, βs 上连续可微,

且 φprα, βsq Ă ra, bs, φpαq “ a, φpβq “ b, 则

ż b

a

fpxqdx “

ż β

α

fpφptqq ¨ φ1ptqdt.

证明. 因为 f 连续, 由微积分基本定理, f 有原函数 F , 即 F 1pxq “ fpxq, 故

rF pφptqqs1 “ F 1pφptqq ¨ φ1ptq “ fpφptqq ¨ φ1ptq.

再由 Newton-Leibniz 公式,
ż β

α

fpφptqq ¨ φ1ptqdt “

ż β

α

rF pφptqqs1dt

“ F pφptqq
ˇ

ˇ

β

α
“ F pφpβqq ´ F pφpαqq

“ F pbq ´ F paq “

ż b

a

fpxqdx.

注. p1q 根据定理 6.3.3 可知, 关于 φptq 的条件可以降低, 只要 φ1ptq 可积, 则定

理仍成立;

p2q 对于可积 (不一定连续) 的 f , 下面一般的换元公式仍成立:

(一般的换元法) 设函数 gptq 在 rα, βs 上 Riemann 可积, 固定 c P rα, βs 令

Gpxq “

ż x

c

gptq dt, 则 G 为连续函数. 设 f 在区间 Gprα, βsq 上可积, Gpαq “ a,

Gpβq “ b, 则 fpGptqqgptq 在 rα, βs 上可积, 且

ż b

a

fpxqdx “

ż β

α

fpGptqqgptqdt.

我们来证明上述一般换元公式的一个特殊情形, 它对于大多数应用已经足够

了, 一般的情形参见第十四章附录.

定理 6.3.5 (换元法之二). p˚q 设 φ 为 rα, βs 上的单调可微函数, 且 φ1 可积.

如果 f 在区间 φprα, βsq 上可积, φpαq “ a, φpβq “ b, 则 fpφptqqφ1ptq 在 rα, βs 上可

积, 且
ż b

a

fpxqdx “

ż β

α

fpφptqqφ1ptqdt.

证明. 不妨设 φ 是单调递增函数. 任取 rα, βs 的一个分割

π : α “ t0 ă t1 ă ¨ ¨ ¨ ă tn “ β,

则得到 ra, bs 的一个如下分割

π1 : a “ φpαq “ x0 ď φpt1q “ x1 ď ¨ ¨ ¨ ď φptnq “ xn “ b,
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这个分割中可能有相同的分点. 根据微分中值定理, 存在 ζi P pti´1, tiq, 使得

φptiq ´ φpti´1q “ φ1pζiqpti ´ ti´1q,

特别地, 因为 φ1 可积, 从而是有界函数, 上式就表明当 }π} 趋于零时, }π1} 也趋于

零. 由 φ 的单调性知 φpζiq P rφpti´1q, φptiqs “ rxi´1, xis, 因此下面的和

n
ÿ

i“1

fpφpζiqqpφptiq ´ φpti´1qq

仍为 f 在 ra, bs 上的一个 Riemann 和, 且

lim
}π}Ñ0

n
ÿ

i“1

fpφpζiqqpφptiq ´ φpti´1qq “

ż b

a

fpxqdx.

另一方面, 任取 ξi P rti´1, tis, 考虑函数 fpφptqqφ1ptq 关于分割 π 的 Riemann

和
n
ř

i“1

fpφpξiqqφ1pξiqpti ´ ti´1q, 我们有如下估计

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

i“1

fpφpζiqqpφptiq ´ φpti´1qq ´

n
ÿ

i“1

fpφpξiqqφ1pξiqpti ´ ti´1q

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

i“1

rfpφpζiqq ´ fpφpξiqqspφptiq ´ φpti´1qq

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

i“1

fpφpξiqqpφ1pζiq ´ φ1pξiqqpti ´ ti´1q

ˇ

ˇ

ˇ

ď

n
ÿ

i“1

ωipfq∆xi ` sup
xPra,bs

|fpxq|

n
ÿ

i“1

ωipφ
1q∆ti,

根据 f 和 φ1 的可积性可知, 当 }π} Ñ 0 时上式最后的不等号的右端趋于零, 因此

fpφptqqφptq 的 Riemann 和收敛, 且极限为 f 在 ra, bs 上的积分. �

定理 6.3.6 (分部积分). 设 upxq, vpxq 在 ra, bs 上可微且导函数可积, 则
ż b

a

upxqv1pxqdx “ upxqvpxq

ˇ

ˇ

ˇ

b

a
´

ż b

a

u1pxqvpxqdx.

证明. 在题设条件下,函数 upxqv1pxq和 u1pxqvpxq都是可积的. 由定理 6.3.3得
ż b

a

upxqv1pxqdx`

ż b

a

u1pxqvpxqdx

“

ż b

a

`

upxqv1pxq ` u1pxqvpxq
˘

dx

“

ż b

a

puvq1pxqdx “ upxqvpxq

ˇ

ˇ

ˇ

b

a
.

定理得证. �
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例 6.3.3. 求下列积分

p1q

ż

?
π
2

0

t ¨ sin 2t2

1 ` sin t2
dt; p2q

ż 2a

a

?
x2 ´ a2

x4
dx pa ą 0q; p3q

ż π

0

x sinx
1 ` cos2 x

dx.

解. p1q 因为

t ¨ sin 2t2 “ 2t sin t2 ¨ cos t2 “ sin t2 ¨ psin t2q1,

故令 x “ sin t2, 有

积分 “

ż 1

0

x

1 ` x
dx “ rx´ lnp1 ` xqs

ˇ

ˇ

ˇ

1

0
“ 1 ´ ln 2.

p2q 令 x “
a

cos t
, 当 x 从 a 变到 2a 时, t 从 0 变到

π

3
, 故

积分 “

ż π
3

0

1
a2

sin2 t ¨ cos tdt “
1

3a2
sin3 t

ˇ

ˇ

ˇ

π
3

0
“

?
3

8a2
.

(3) 记

I “

ż π

0

x sinx
1 ` cos2 x

dx

“

ż π
2

0

x sinx
1 ` cos2 x

dx`

ż π

π
2

x sinx
1 ` cos2 x

dx,

对后一积分令 x “ π ´ t, 有
ż π

π
2

x sin t
1 ` cos2 x

dx “

ż 0

π
2

´
pπ ´ tq sin t
1 ` cos2 t

dt

“ π

ż π
2

0

sin t
1 ` cos2 t

dt´

ż π
2

0

t sin t
1 ` cos2 t

dt,

因此

I “ π

ż π
2

0

sin t
1 ` cos2 t

dt “ π
`

´ arctanpcos tq
˘

ˇ

ˇ

ˇ

π
2

0
“
π2

4
.

例 6.3.4. 计算积分 pm P Z`q

Im “

ż π
2

0

sinm x dx, Jm “

ż π
2

0

cosm x dx.

解. 用分部积分法. 易见 I0 “ π{2, I1 “ 1. 当 m ě 2 时

Im “

ż π
2

0

sinm x dx “ ´

ż π
2

0

sinm´1 x dpcosxq

“ p´ sinm´1 xqpcosxq
ˇ

ˇ

π
2

0
`

ż π
2

0

pm´ 1q sinm´2 x ¨ cos2 x dx

“ pm´ 1q

ż π
2

0

sinm´2 x p1 ´ sin2 xq dx

“ pm´ 1qIm´2 ´ pm´ 1qIm,



§6.3 微积分基本公式 29

因此 Im “
m´ 1
m

Im´2. 从而有

I2n “
2n´ 1

2n
I2n´2 “

2n´ 1
2n

2n´ 3
2n´ 2

I2n´4 “ ¨ ¨ ¨ “
p2n´ 1q!!

p2nq!!
π

2
.

同理可得

I2n`1 “
p2nq!!

p2n` 1q!!
.

利用变换 x “
π

2
´ t 知 Jm “ Im. �

注. 注意到当 0 ď x ď π{2 时, sin2n`1 x ď sin2n x ď sin2n´1 x, 因此有

I2n`1 ď I2n ď I2n´1,

代入上述计算结果, 得

p2nq!!
p2n` 1q!!

ď
p2n´ 1q!!

p2nq!!
π

2
ď

p2n´ 2q!!
p2n´ 1q!!

,

或改写为
1

2n` 1

”

p2nq!!
p2n´ 1q!!

ı2

ď
π

2
ď

”

p2nq!!
p2n´ 1q!!

ı2 1
2n
,

上式两端之差小于
1
2n

π

2
, 故极限存在且为

π

2
, 这就得到了下面的 Wallis 公式:

π

2
“ lim

nÑ8

”

p2nq!!
p2n´ 1q!!

ı2 1
2n` 1

.

例 6.3.5. 设 f 是周期为 T 的可积周期函数. 则对任意的 a P R, 有
ż a`T

a

fpxqdx “

ż T

0

fpxqdx.

证明.
ż a`T

a

fpxqdx “

ż 0

a

fpxqdx`

ż T

0

fpxq `

ż a`T

T

fpxqdx.

最后的一项积分通过变换 x “ t` T 成为
ż a

0

fpt` T qdt “

ż a

0

fptqdt,

代入前式就得到了等式的证明. �

例 6.3.6. p˚q 设 f 为 ra, bs 上的可积函数, 则
ż b

a

F pxqdx “

ż b

a

pb´ xqfpxqdx,

其中

F pxq “

ż x

a

fptqdt, x P ra, bs.
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证明. 先设 f 连续. 此时 F 可导, 且 F 1 “ f . 由分部积分法可得
ż b

a

F pxqdx “ F pxqx
ˇ

ˇ

ˇ

b

a
´

ż b

a

F 1pxqxdx

“ bF pbq ´

ż b

a

xfpxqdx “

ż b

a

pb´ xqfpxqdx.

对于一般的情形, 任给 ε ą 0, 存在连续函数 g, 使得
ż b

a

|fpxq ´ gpxq|dx ď ε.

此时, 令

Gpxq “

ż x

a

gptqdt, x P ra, bs,

则有

|F pxq ´Gpxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ż x

a

`

fptq ´ gptq
˘

dt
ˇ

ˇ

ˇ
ď ε, @ x P ra, bs,

并且
ż b

a

Gpxqdx “

ż b

a

pb´ xqgpxqdx.

于是

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

F pxqdx´

ż b

a

pb´ xqfpxqdx
ˇ

ˇ

ˇ
“

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

`

F pxq ´Gpxq
˘

dx´

ż b

a

pb´ xq
`

fpxq ´ gpxq
˘

dx
ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż b

a

ˇ

ˇF pxq ´Gpxq
ˇ

ˇdx`

ż b

a

pb´ xq|fpxq ´ gpxq|dx

ď pb´ aqε` pb´ aq

ż b

a

|fpxq ´ gpxq|dx

ď 2pb´ aqε,

由 ε 的任意性即知欲证等式对 f 成立. �
习题 6.3

1. 求下列各导数:

p1q
d

dx

ż cos2 x

0

a

1 ` t2dt, p2q
d

dx

ż x

sin x

dt
a

1 ` sin2 t
, p3q

d

dx

ż b

a

sinpx` tqdt.

2. 计算下列积分:

p1q

ż π

0

cos2 xdx; p2q

ż 4

1

1 ` x
?
x

dx; p3q

ż a

0

?
a´ x dx;

p4q

ż π
2

0

sin2 x dx

1 ` cosx
; p5q

ż π

0

sin3 x dx; p6q

ż π

´π

x2 cosx dx;

p7q

ż π
2

0

cos2 x cos 4x dx; p8q

ż a

0

x2
a

a2 ´ x2 dx; p9q

ż 1

0

lnp1 ` xq

1 ` x
dx.
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3. 计算下面的积分, 并利用它们证明 3 ` 1{15 ă π ă 3 ` 1{7:

p1q

ż 1

0

p1 ´ x2qx4

1 ` x2
dx; p2q

ż 1

0

p1 ´ xq4x4

1 ` x2
dx.

4. 利用积分求下列极限:

p1q lim
nÑ8

p 1
n2 ` 2

n2 ` ¨ ¨ ¨ ` n´1
n2 q;

p2q lim
nÑ8

1
n psin π

n ` sin 2π
n ` ¨ ¨ ¨ ` sin n´1

n πq;

p3q lim
nÑ8

1
n4 p1 ` 23 ` ¨ ¨ ¨ ` n3q.

5. 求下列极限:

p1q lim
xÑ0

1
x4

ż x

0

sin3 tdt; p2q lim
xÑ0

1
x

ż x

0

cos t2dt; p3q lim
xÑ`8

ż x

0

et2dt
ż x

0

e2t2
dt.

6. 设 m,n 为非零整数, 则

p1q

ż π

´π

sin2mxdx “

ż π

´π

cos2mxdx “ π,

p2q

ż π

´π

sinmx sinnx dx “

ż π

´π

cosmx cosnx dx “ 0 pm ‰ ˘nq,

p3q

ż π

´π

sinmx cosnx dx “ 0.

7. 用递推公式求下列积分 ( m,n 为非负整数):

p1q

ż 1

0

xn

1 ` x
dx; p2q

ż 1

0

xn

1 ` x2
dx; p3q

ż 1

0

p1 ´ x2qn dx;

p4q

ż π
2

0

cosn x sinnxdx; p5q

ż π
2

0

cosn x cosnxdx; p6q

ż π
2

0

cosm x sinn xdx;

p7q

ż π
4

0

tann xdx; p8q

ż π
2

0

sinnx
sinx

dx; p9q

ż π
2

0

sin2 nx

sin2 x
dx.

8. 如果 fpxq 为 r0, 1s 上的连续函数, 则
ż π

0

xfpsinxqdx “
π

2

ż π

0

fpsinxqdx,

并利用这个等式计算积分

ż π

0

x sinx
1 ` cos2 x

dx.

9. 计算下列积分:

p1q

ż 1

0

lnp1 ` xq

1 ` x2
dx; p2q

ż 1

0

arctanx
1 ` x

dx.
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10. 设 0 ă α, β ă 1, 证明
ż 1

´1

dx
?

1 ´ 2αx` α2
a

1 ´ 2βx` β2
“

1
?
αβ

ln
1 `

?
αβ

1 ´
?
αβ

.

11. 设 fpxq 在 ra, bs 上二阶连续可导, 则
ż b

a

fpxqdx “
1
2

rfpaq ` fpbqspb´ aq `
1
2

ż b

a

px´ aqpx´ bqf2pxqdx.

12. 设 fpxq 在 ra, bs 上连续可微, 且 fpaq “ fpbq “ 0. 证明, 存在 ξ P pa, bq, 使得

|f 1pξq| ě
4

pb´ aq2

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

fpxqdx
ˇ

ˇ

ˇ
.

(提示: 考虑 px´ a`b
2 qf 1pxq 的积分.)

13. 设 fpxq 是周期为 T , 且在闭区间上可积的函数, 则

lim
λÑ8

1
λ

ż λ

0

fpxqdx “
1
T

ż T

0

fpxqdx.

14. p˚q 设 fpxq 在 r0, 1s 上连续, 证明

lim
nÑ8

ż 1

0

nfpxq

1 ` n2x2
dx “

π

2
fp0q.

15. p˚q 设 fpxq 在 r´1, 1s 上连续, 证明

lim
hÑ0`

ż 1

´1

hfpxq

h2 ` x2
dx “ πfp0q.

§6.4 定积分的近似计算

� 本节内容可以作为选读材料. 虽然利用微积分基本公式可以很方便地算出很

多定积分, 但如果被积函数的原函数没有显式表示, 或者被积函数比较复杂,

直接利用微积分基本公式往往不太实际.为此我们在本节介绍一些初步的近似计算

方法, 并讨论误差估计.

(1) 矩形公式

设 f 为 ra, bs 上的可积函数. 取 c P ra, bs, 我们可以近似的用矩形的面积

fpcqpb´ aq来估算 f 在 ra, bs上的积分. 为了估计误差,设 f 可微,且 |f 1pxq| ď M1,

@ x P pa, bq. 由微分中值定理, 有
ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

fpxqdx´ fpcqpb´ aq

ˇ

ˇ

ˇ
“

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

pfpxq ´ fpcqqdx
ˇ

ˇ

ˇ
“

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

f 1pξqpx´ cqdx
ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż b

a

|f 1pξq||x´ c|dx ď M1

ż b

a

|x´ c|dx

“
1
2
M1rpc´ aq2 ` pb´ cq2s.
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从上式可以看出, 当 c “
a` b

2
时误差估计达到最优. 即有

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

fpxqdx´ f
`a` b

2
˘

pb´ aq

ˇ

ˇ

ˇ
ď

1
4
M1pb´ aq2. (6.1)

注意到, 如果 f 为线性函数, 则上式左端为零 (即误差为零), 而右端并不能反映出

这一点. 现在我们进一步设 f 二阶可微,且 |f2pxq| ď M2, @ x P ra, bs. 将 f 在
a` b

2
处做 Taylor 展开, 得

fpxq “ f
`a` b

2
˘

` f 1
`a` b

2
˘`

x´
a` b

2
˘

`
1
2
f2pξq

`

x´
a` b

2
˘2
,

两边积分, 得

ż b

a

fpxqdx “ f
`a` b

2
˘

pb´ aq `
1
2

ż b

a

f2pξq
`

x´
a` b

2
˘2
dx,

因此有

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

fpxqdx´ fp
a` b

2
qpb´ aq

ˇ

ˇ

ˇ
ď

1
2
M2

ż b

a

`

x´
a` b

2
˘2
dx “

1
24
M2pb´ aq3. (6.2)

一般地, 我们将区间 ra, bs 作 n 等分, 在每一个小区间上均用矩形面积逼近积

分, 即令

Rn “

n
ÿ

i“1

f
`xi´1 ` xi

2
˘b´ a

n
“
b´ a

n

n
ÿ

i“1

f
`

a`
2i´ 1
n

pb´ aq
˘

, (6.3)

称为 f 在 ra, bs 上的矩形公式. 当 f 可微时, 误差估计为

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

fpxqdx´Rn

ˇ

ˇ

ˇ
ď

n
ÿ

i“1

1
4
M1

`b´ a

n

˘2
“
M1

4n
pb´ aq2; (6.4)

当 f 二阶可微时, 误差估计为

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

fpxqdx´Rn

ˇ

ˇ

ˇ
ď

n
ÿ

i“1

1
24
M2

`b´ a

n

˘3
“

M2

24n2
pb´ aq3. (6.5)

(2) 梯形公式

设 f 为 ra, bs上的连续函数,如果 f 二阶可微,且 |f2pxq| ď M2, @ x P ra, bs,则

由第五章第四节 (??) 式可得

|fpxq ´ lpxq| ď
1
2
M2px´ aqpb´ xq, x P ra, bs,

其中

lpxq “
x´ b

a´ b
fpaq `

x´ a

b´ a
fpbq, x P ra, bs.
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因此有
ż b

a

lpxqdx “
fpaq ` fpbq

2
pb´ aq,

这也就是梯形面积公式. 我们有如下误差估计
ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

fpxqdx´
fpaq ` fpbq

2
pb´ aq

ˇ

ˇ

ˇ
ď

1
2
M2

ż b

a

px´ aqpb´ xqdx “
M2

12
pb´ aq3. (6.6)

将区间 ra, bs 作 n 等分, 在每一个小区间上均用梯形面积逼近积分, 则得到 f 的梯

形公式

Tn “

n
ÿ

i“1

fpxi´1q ` fpxiq

2
b´ a

n
“
b´ a

n

”

n´1
ÿ

i“1

f
`

a`
i

n
pb´ aq

˘

`
fpaq ` fpbq

2

ı

. (6.7)

相应地有误差估计

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

fpxqdx´ Tn

ˇ

ˇ

ˇ
ď

n
ÿ

i“1

1
12
M2

`b´ a

n

˘3
“

M2

12n2
pb´ aq3. (6.8)

(3) Simpson 公式

设 f 三阶可微, 且 |f3pxq| ď M3, @ x P ra, bs. 考虑经过平面上三点

pa, fpaqq,
`a` b

2
, fp

a` b

2
q
˘

, pb, fpbqq

的抛物线, 即考虑满足条件

p2paq “ fpaq, p2

`a` b

2
˘

“ f
`a` b

2
˘

, p2pbq “ fpbq

的二次插值多项式, 其表达式为

p2pxq “
px´ a`b

2 qpx´ bq

pa´ a`b
2 qpa´ bq

fpaq`
px´ aqpx´ bq

pa`b
2 ´ aqpa`b

2 ´ bq
f
`a` b

2
˘

`
px´ aqpx´ a`b

2 q

pb´ aqpb´ a`b
2 q

fpbq,

直接的计算表明
ż b

a

p2pxqdx “
b´ a

6
“

fpaq ` 4f
`a` b

2
˘

` fpbq
‰

,

这是 f 在 ra, bs 上的近似积分, 称为一次抛物线公式或 Simpson 公式. 根据插值多

项式的余项公式, 有

fpxq ´ p2pxq “
1
6
f3pξqpx´ aq

`

x´
a` b

2
˘

px´ bq, ξ P pa, bq.

因此

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

fpxqdx´
b´ a

6
“

fpaq ` 4f
`a` b

2
˘

` fpbq
‰

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1
6
M3

ż b

a

px´ aq
ˇ

ˇx´
a` b

2

ˇ

ˇpb´ xqdx “
M3

192
pb´ aq4. (6.9)
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注意到
ż b

a

px´ aq
`

x´
a` b

2
˘

px´ bqdx “ 0,

因此这个误差估计达不到最优. 下面假设 f 四阶可微. 我们选定常数 µ, 使得函数

gpxq “ fpxq ´ p2pxq ´ µpx´ aq
`

x´
a` b

2
˘

px´ bq

在
a` b

2
处的导数为零. 设 c ‰ a,

a` b

2
, b. 考虑辅助函数

F pxq “ gpxq ´
gpcq

pc´ aqpc´ a`b
2 q2pc´ bq

px´ aq
`

x´
a` b

2
˘2

px´ bq,

于是 F paq “ F pa`b
2 q “ F pbq “ F pcq “ 0, F 1pa`b

2 q “ 0. 由 Rolle定理,存在三个不同

的点 ξ1, ξ2, ξ3 使得

F 1pξ1q “ F 1pξ2q “ F 1pξ3q “ 0,

这三个点与
a` b

2
也不相同, 因此对 F 1 继续重复使用 Rolle 定理, 就得到点 ξ, 使

得 F p4qpξq “ 0. 即

f p4qpξq ´
gpcq

pc´ aqpc´ a`b
2 q2pc´ bq

4! “ 0,

改写为 (c 换成 x)

gpxq “
1
24
f p4qpξqpx´ aq

`

x´
a` b

2
˘2

px´ bq,

在 ra, bs 上积分, 得

ż b

a

fpxqdx´
b´ a

6
“

fpaq ` 4f
`a` b

2
˘

` fpbq
‰

“
1
24

ż b

a

f p4qpξqpx´ aq
`

x´
a` b

2
˘2

px´ bqdx,

如果 |f p4qpxq| ď M4, 则有下面的误差估计

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

fpxqdx´
b´ a

6
“

fpaq ` 4f
`a` b

2
˘

` fpbq
‰

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1
24
M4

ż b

a

px´ aq
`

x´
a` b

2
˘2

pb´ xqdx “
M4

180 ˆ 24
pb´ aq5. (6.10)

我们也可以将区间 ra, bs作 n等分, 在每个小区间上用抛物线逼近函数得到一

般的 Simpson 公式:

Sn “

n
ÿ

i“1

b´ a

6n
“

fpxi´1q ` 4f
`xi´1 ` xi

2
˘

` fpxiq
‰

. (6.11)
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误差估计分别如下. 当 f 三阶可微时,

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

fpxqdx´ Sn

ˇ

ˇ

ˇ
ď

M3

192n3
pb´ aq4; (6.12)

当 f 四阶可微时,
ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

fpxqdx´ Sn

ˇ

ˇ

ˇ
ď

M4

180p2nq4
pb´ aq5. (6.13)

(4) Newton-Cotes 公式

我们可以将上述积分的近似逼近过程继续做下去,即用高阶插值多项式来逼近

f . 例如, 将区间 ra, bs 分为 m 等分, 分点为

xi “ a`
i

m
pb´ aq, i “ 0, 1, ¨ ¨ ¨ ,m.

考虑在 txiu 处与 f 取相同值的 Lagrange 插值多项式 pm,

pmpxq “

m
ÿ

i“0

“

ź

j‰i

x´ xj

xi ´ xj

‰

fpxiq,

我们把 pm 的积分看成 f 的积分的近似值:
ż b

a

pmpxqdx “ pb´ aq

m
ÿ

i“0

Cpm, iqfpxiq, (Newton-Cotes)

其中, 系数 Cpm, iq 与 f 无关:

Cpm, iq “
1

b´ a

ż b

a

ź

j‰i

x´ xj

xi ´ xj
dx “

1
m

ż m

0

ź

j‰i

t´ j

i´ j
dt

“
1
m

p´1qm´i

i!pm´ iq!

ż m

0

ź

j‰i

pt´ jqdt.

如果 f 是 m` 1 阶可微函数, 则由插值多项式的余项公式, 有

fpxq ´ pmpxq “
f pm`1qpξq

pm` 1q!

m
ź

i“0

px´ xiq,

如果 |f pm`1qpxq| ď Mm`1, 则有如下误差估计

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

fpxqdx´

ż b

a

pmpxqdx
ˇ

ˇ

ˇ
ď

Mm`1

pm` 1q!

ż b

a

m
ź

i“0

|x´ xi|dx

“
Mm`1pb´ aqm`2

pm` 1q!mm`2

ż m

0

m
ź

i“0

|t´ i|dt.

关于积分近似计算的其它公式, 读者可参考其它专门著作, 我们不再赘述.

例 6.4.1. 计算积分
π

4
“

ż 1

0

1
1 ` x2

dx 的近似值.
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解. 以 n “ 2 为例. 矩形公式计算积分为

R2 “
1
2
“

fp
1
4

q ` fp
3
4

q
‰

“
336
425

« 0.791;

梯形公式计算积分为

T2 “
1
2
“1
2
fp0q ` fp

1
2

q `
1
2
fp1q

‰

“
31
40

« 0.775;

Simpson 公式计算积分为

S2 “
1
12

“

fp0q ` 4fp
1
4

q ` 2fp
1
2

q ` 4fp
3
4

q ` fp1q
‰

“
8011
10200

« 0.78539.

根据第四章第二节中高阶导数的计算, 函数 fpxq “
1

1 ` x2
的四阶导数可以写为

f p4qpxq “ parctanxqp5q “ 24 cos5parctanxq sin 5parctanx`
π

2
q,

因此 |f p4qpxq| ď 24. 这说明 n “ 2 的 Simpson 公式的误差要小于

24
180 ¨ 44

“
1

1920
ă 0.0005.

实际的误差比这个还要小.

习题 6.4

1. 证明矩形公式和梯形公式之间满足下面的关系:

Rn “ 2T2n ´ Tn.

2. 证明矩形公式, 梯形公式和 Simpson 公式之间满足下面的关系:

Sn “
2
3
Rn `

1
3
Tn.

3. 是否存在常数 C, 使得对于满足条件 |f3pxq| ď M 的任意函数 f 有如下估计:

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

fpxqdx´
fpaq ` fpbq

2
pb´ aq

ˇ

ˇ

ˇ
ď CMpb´ aq4.

4. 设 fpxq 在 ra, bs 上二阶连续可微, 则存在 ξ P pa, bq, 使得

ż b

a

fpxqdx “ pb´ aqf
`a` b

2
˘

`
1
24

pb´ aq3f2pξq.
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5. 设 fpxq 在 ra, bs 上连续可微, 且 |f 1pxq| ď M , @ x P ra, bs. 证明

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

fpxqdx´
fpaq ` fpbq

2
pb´ aq

ˇ

ˇ

ˇ
ď

1
4
Mpb´ aq2.

6. 分别设 f 的一次导数和二次导数有界, 试估计 Simpson 公式的误差.

7. 证明 Newton-Cotes 公式中的系数满足下面的等式:

Cpm, iq “ Cpm,m´ iq, 0 ď i ď m;
m
ÿ

i“0

Cpm, iq “ 1.

8. 计算由三次插值多项式给出的 Newton-Cotes 积分近似公式.

9. 将区间 ra, bs 等分为 2k 个小区间, 分点为

xi “ a`
i

2k
pb´ aq, i “ 0, 1, ¨ ¨ ¨ , 2k.

证明
ż b

a

2k
ź

i“0

px´ xiqdx “ 0.

10. 设 f 为 2k ` 2 阶可微函数, p2k 是 f 的插值多项式, 证明存在 ξ 使得

ż b

a

fpxqdx´

ż b

a

p2kpxqdx “
1

p2k ` 2q!

ż b

a

f p2k`2qpξq
`

x´
a` b

2
˘

2k
ź

i“0

px´ xiqdx.

11. 分别用矩形公式,梯形公式和 Simpson公式计算积分 ln 2 “

ż 2

1

1
x
dx的近似值,

要求精确到小数点后第二位.

12. 设 f 在 ra, bs 上 4 阶连续可微, 用分部积分证明下面的公式:

ż b

a

fpxqdx´
fpaq ` fpbq

2
pb´ aq

“
1
24

ż b

a

f p4qpxqpx´ aq2px´ bq2dx´
1
12

pb´ aq2rf 1pbq ´ f 1paqs.
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我们在这一章里先考虑定积分在几何上的一些应用,例如计算简单图形的面积

或体积, 求曲线的弧长等等. 需要指出的是, 关于这些应用的更严格的理论探讨应

参见第十三章和第十四章.我们利用积分的梯形面积公式及其误差估计还重新给出

了计算阶乘的 Stirling公式. 最后几节则将积分推广到一般的区间以及可能是无界

的函数上, 并给出了若干积分计算的例子.

§7.1 定积分的应用

§7.1.1 曲线的长度

设 I “ rα, βs 为区间, 映射 σ : I Ñ R2 用分量表示为

σptq “ pxptq, yptqq, t P I.

如果 xptq, yptq 均为连续函数, 则称 σ 为 R2 上的连续曲线. 如果 xptq, yptq 均可微

(连续可微), 则称 σ 为可微 (连续可微) 曲线.

0
x

y

图 7.1 曲线的长度

设 σ 为连续可微曲线, 通过分割曲线并用直线段长度之和作逼近, 我们可以定

义 σ 的长度为

Lpσq “

ż β

α

rpx1ptqq2 ` py1ptqq2s
1
2 dt.

这个公式可以如下推导. 首先注意到下面的简单不等式:

|
a

a2 ` b2 ´
a

a2 ` c2| ď |b´ c|, @ a, b, c P R.

我们将 rα, βs 分割为 α “ t0 ă t1 ă ¨ ¨ ¨ ă tn “ β, 点 pxptiq, yptiqq 把曲线分成若干

段, 每一段的长度可以近似地用直线段的长度表示, 即

Lpσq «

n
ÿ

i“1

a

pxptiq ´ xpti´1qq2 ` pyptiq ´ ypti´1qq2,

39
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由微分中值定理, 存在 ξi, ηi P pti´1, tiq, 使得

xptiq ´ xpti´1q “ x1pξiqpti ´ ti´1q, yptiq ´ ypti´1q “ y1pηiqpti ´ ti´1q,

从而有

a

pxptiq ´ xpti´1qq2 ` pyptiq ´ ypti´1qq2 “
a

px1pξiqq2 ` py1pηiqq2 ∆ti.

因为

ˇ

ˇ

a

px1pξiqq2 ` py1pηiqq2 ∆ti ´
a

px1pξiqq2 ` py1pξiqq2 ∆ti
ˇ

ˇ ď |y1pηiq ´ y1pξiq|∆ti,

而

n
ÿ

i“1

|y1pηiq ´ y1pξiq|∆ti ď

n
ÿ

i“1

ωipy
1q∆ti Ñ 0, p}π} “ maxt|ti ´ ti´1|u Ñ 0q

因此有

Lpσq “ lim
}π}Ñ0

n
ÿ

i“1

a

pxptiq ´ xpti´1qq2 ` pyptiq ´ ypti´1qq2

“ lim
}π}Ñ0

n
ÿ

i“1

a

px1pξiqq2 ` py1pξiqq2∆ti

“

ż β

α

rpx1ptqq2 ` py1ptqq2s
1
2 dt.

注. 如果 px1ptqq2 ` py1ptqq2 ‰ 0, 令

s “ ϕptq “

ż t

α

rpx1puqq2 ` py1puqq2s
1
2 du, t P rα, βs.

则 ϕ : rα, βs Ñ r0, Lpσqs 是严格单调递增函数, 从而可逆, 其逆记为 t “ ψpsq, s 称

为 σ 的弧长参数. 记 σ̃psq “ σpψpsqq, s P r0, Lpσqs. 根据反函数的求导公式易见

}σ̃1psq} “
a

px̃1psqq2 ` pỹ1psqq2 “ 1.

0

y

图 7.2 摆线
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例 7.1.1. 求摆线

pxptq, yptqq “ papt´ sin tq, ap1 ´ cos tqq, a ą 0

一拱的长度.

解. 我们求 t P r0, 2πs 时曲线的长度

l “

ż 2π

0

rpx1ptqq2 ` py1ptqq2s
1
2 dt

“

ż 2π

0

arp1 ´ cos tq2 ` sin2 ts
1
2 dt

“ 2a
ż 2π

0

sin
t

2
dt “ 8a.

注. 曲线也可以由别的参数给出 (如极坐标), 这时弧长公式要考虑变量替换.

§7.1.2 简单图形的面积

p1q 如果 f ą 0 为 ra, bs 上的连续函数, 则由 y “ fpxq, x “ a, x “ b pa ă bq 与

y “ 0 围成的曲边梯形的面积为

S “

ż b

a

fpxq dx.

一般地, 当 f 变号时, 上式仍有意义, 称为代数面积和, 而

S “

ż b

a

|fpxq| dx

才是所围面积之和. 更一般地, 由 y “ f2pxq, y “ f1pxq 以及 x “ a, x “ b 围成的图

形的面积为

S “

ż b

a

|f2pxq ´ f1pxq| dx.

a b

y = |f(x)|

0
x

y

a b

y = f1(x)

y = f2(x)

0
x

y

图 7.3 函数图像围成的图形
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βα

σ

0
x

y

图 7.4 极坐标表示的曲线

p2q 设 σ 为平面曲线, 由极坐标方程

r “ rpθq, θ P rα, βs

给出, 其中 rpθq 关于 θ 连续, β ´ α ď 2π. 则由 σ,

θ “ α, θ “ β 所围成的图形面积为

S “ lim
}π}Ñ0

m
ÿ

i“1

1
2
r2pξiq ¨ ∆θi “

1
2

ż β

α

r2pθq dθ.

这个公式是通过使用扇形的面积和逼近图形面积得

到的.

p3q 如果曲线 σ 由 σptq “ pxptq, yptqq, t P rα, βs 给出, 其中 yptq ě 0, x 关于 t

单调递增, xprα, βsq “ ra, bs. 则 σ 与 x “ a, x “ b 以及 y “ 0 围成的曲边梯形的面

积为

S “

ż β

α

yptqx1ptqdt.

这个公式仍然是通过使用矩形面积之和去逼近曲边梯形得到. 一般地, 如果只设 x

是单调的, 则面积公式为

S “

ż β

α

|yptqx1ptq|dt.

a b

σ

σ(α)

σ(β)

0
x

y

σ

0
x

y

图 7.5 曲线围成的图形

如果 σ 除在 t “ α, β 处以外无自交点, 则 σ 本身围成的图形的面积为

S “

ˇ

ˇ

ˇ

ż β

α

yptqx1ptqdt
ˇ

ˇ

ˇ
“

ˇ

ˇ

ˇ

ż β

α

xptqy1ptqdt
ˇ

ˇ

ˇ
,

因为
ż β

α

yptqx1ptqdt “ yptqxptq
ˇ

ˇ

ˇ

β

α
´

ż β

α

y1ptqxptqdt

“ ´

ż β

α

y1ptqxptqdt,



§7.1 定积分的应用 43

故这个面积公式也可以改写为

S “
1
2

ˇ

ˇ

ˇ

ż β

α

ryptqx1ptq ´ y1ptqxptqs dt
ˇ

ˇ

ˇ
.

a

b

x

y

图 7.6 椭圆

例 7.1.2. 求椭圆
x2

a2
`
y2

b2
“ 1 所围

成的面积.

解. 由图形的对称性, 有

S “ 4
ż a

0

b

c

1 ´
x2

a2
dx

“ 4b
ż π

2

0

a

1 ´ sin2 t a cos t dt

“ 4ab
ż π

2

0

cos2 t dt “ πab.

r2 = a2 cos 2θ

a0
x

y

图 7.7 双纽线

例 7.1.3. 求双纽线 px2 ` y2q2 “

a2px2 ´ y2q 所围成的面积.

解. 用极坐标 x “ r cos θ, y “ r sin θ

代入方程, 得

r2 “ a2 cos 2θ, θ P r´
π

4
,
π

4
s Y r´

3π
4
,
3π
4

s.

由图形的对称性, 有

S “ 4 ¨
1
2

ż π
4

0

r2pθq dθ “ 2a2

ż π
4

0

cos 2θ dθ “ a2.

p4q 旋转曲面的面积

σ(t) = (x(t), y(t))

x

y

0

图 7.8 旋转曲面

设 σ 为平面曲线

σptq “ pxptq, yptqq, t P rα, βs, yptq ě 0.

σ 绕 x 轴旋转所得曲面的面积为

S “

ż β

α

2πyptqrpx1ptqq2 ` py1ptqq2s
1
2 dt.

这个公式可以这样来推导: 取 rα, βs 的一

个分割, 在分点 ti´1, ti 之间的曲线段经过

旋转后所形成的曲面的面积可以用圆台的面积近似逼近, 这一部分圆台的面积为

πpypti´1q ` yptiqq
a

pxptiq ´ xpti´1qq2 ` pyptiq ´ ypti´1qq2,
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因此

S «

n
ÿ

i“1

πpypti´1q ` yptiqq
a

pxptiq ´ xpti´1qq2 ` pyptiq ´ ypti´1qq2,

和曲线弧长公式的推导过程类似, 当分割的模趋于零时, 我们近似地有

pypti´1q ` yptiqq « 2ypξiq, pξi P rti´1, tisq

以及

a

pxptiq ´ xpti´1qq2 ` pyptiq ´ ypti´1qq2 «
a

px1pξiqq2 ` py1pξiqq2∆ti,

当分割的模趋于零时, 近似逼近所引起的这些误差之和趋于零. 因此有

S “ lim
}π}Ñ0

n
ÿ

i“1

2πypξiqrpx1pξiqq2 ` py1pξiqq2s
1
2 ∆ti

“

ż β

α

2πyptqrpx1ptqq2 ` py1ptqq2s
1
2 dt.

t

(a cos t, b+ a sin t)

a
x

0

b

y

图 7.9 环面 (轮胎面)

例 7.1.4. 求将 x2`py´bq2 “ a2 p0 ă a ď bq

绕 x 轴旋转所得曲面的面积.

解. 曲线的参数方程为

xptq “ a cos t, yptq “ b` a sin t, t P r0, 2πs.

故旋转曲面面积为

S “

ż 2π

0

2πpb` a sin tqra2 sin2 t` a2 cos2 ts
1
2 dt

“ 2πa
ż 2π

0

pb` a sin tq dt “ 4π2ab.

§7.1.3 简单立体的体积

p1q 平行截面之间的立体体积

设 Ω 为 R3 中一块立体区域, 夹在平面 x “ a 与 x “ b pa ă bq 之间. 记 Spxq

为 x P ra, bs 处垂直于 x 轴的平面截 Ω 的截面面积函数. 如果 Spxq 关于 x 连续,

则 Ω 的体积为

V “

ż b

a

Spxqdx.

特别地, 如果两块区域 ΩA 和 ΩB 的截面面积函数相等, 则其体积相同. 这个事实

在公元 5 到 6 世纪由祖暅 (祖冲之之子) 所发现, 17 世纪时意大利人 Cavalieri 也

发现了这一事实.
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Ω

a

b

0
z

x

y

ΩA ΩB

图 7.10 简单立体图形

0 a

b

c

x

y

z

图 7.11 椭球

例 7.1.5. 求椭球体
x2

a2
`
y2

b2
`
z2

c2
ď 1 的体

积.

解. 固定 x P p´a, aq, 它的截面为椭圆面
y2

b2
`
z2

c2
ď
`

1 ´
x2

a2

˘

,

截面面积为

Spxq “ πb
`

1 ´
x2

a2

˘
1
2 c
`

1 ´
x2

a2

˘
1
2 “ πbc

`

1 ´
x2

a2

˘

,

故椭球的体积为

V “

ż a

´a

Spxq dx “

ż a

´a

πbc
`

1 ´
x2

a2

˘

dx “
4
3
πabc.

p2q 旋转体的体积

|y| ≤ |f(x)|

a b0
x

y

z

图 7.12 旋转体

设 f 为 ra, bs 上的连续函数, Ω 是由

平面图形

tpx, yq | a ď x ď b, 0 ď |y| ď |fpxq|u

绕 x 轴旋转一周所得旋转体. 该旋转体在

x P ra, bs 处的截面为圆盘, 其面积为

Spxq “ πf2pxq.

因此 Ω 的体积为

V “

ż b

a

Spxq dx “ π

ż b

a

f2pxq dx.
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r

h0
x

y

z

图 7.13 圆锥体

例 7.1.6. 求高为 h, 底半径为 r 的圆锥体的体

积.

解. 由上面的体积公式, 有

V “ π

ż h

0

` r

h
x
˘2
dx “

1
3
πr2h.

§7.1.4 物理应用举例

p1q 降落伞的原理

质量为 m 的物体在重力作用下自由下落, 下落时所受空气阻力与下落速度成

正比, 比例常数为 k, 则由牛顿定律,

mg ´ kv “ m
dv

dt
,

其中, g 为重力加速度, v 为物体的速度, 我们选择指向地心的坐标. 上面的方程等

价于
d

dt
pe

k
m tvq “ ge

k
m t,

假设初速度为零, 则

e
k
m tv “ g

ż t

0

e
k
m sds “

mg

k
pe

k
m t ´ 1q,

即

vptq “
mg

k
p1 ´ e´ k

m tq.

特别地, t Ñ 8 时 vptq Ñ
mg

k
, 即速度不会增加到无限大.

p2q 第二宇宙速度

从地球表面发射火箭, 如果要求火箭无限飞离地球, 问: 火箭的初速度至少为

多大? 这里主要考虑火箭摆脱地球引力的问题, 因此我们忽略太阳的引力. 根据万

有引力定律, 在距地心 x 处火箭所受地球引力为

F “ GMmx´2,

其中, G 为万有引力常数, M 为地球质量, m 为火箭质量. 在地球表面, 有

GMmR´2 “ mg,

其中 R 为地球半径. 火箭从地面升到距地心 r pr ą Rq 处需要做的功为

ż r

R

GMmx´2dx “

ż r

R

mgR2x´2dx “ mgR2
` 1
R

´
1
r

˘

.
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因此, 火箭无限飞离地球需要做功

W “ lim
rÑ8

mgR2
` 1
R

´
1
r

˘

“ mgR.

由能量守恒原理, 火箭的初速度至少为 v0, 则

1
2
mv2

0 “ mgR,

因而

v0 “
a

2gR «
a

2 ˆ 9.81pm{s2q ˆ 6.371 ˆ 106m « 11.2 pkm{sq.

p3q 缆绳的工作原理

绳索在日常生活中应用十分广泛, 例如在码头上经常用来系住船舶. 为什么绳

索能拉住大型船舶? 下面我们就来作一个力学分析, 它揭示了绳索产生巨大拉力的

原理.

设一段绳索缠绕在一圆柱体上, 绳索一端施以拉力 f , 绳索与圆柱体之间的摩

擦系数为 k, 如果绳索共绕了 n 圈, 在绳索的另一端产生的拉力为 F , 我们来求 F

的值.

f

F

∆θ∆N

k∆N

F + ∆F

F

图 7.14 缆绳受力分析

取角度为 ∆θ 的一小段绳索, 研究其受力状况. 设这一段绳索承受圆柱体的正

压力为 ∆N , 则摩擦力为 k∆N . 这一段绳索两端所受拉力分别为 F, F ` ∆F , 则考

虑沿圆柱体外法向和切向这两个方向绳索的受力, 得到方程
$

&

%

∆N “ pF ` ∆F q sin ∆θ
2 ` F sin ∆θ

2 ,

pF ` ∆F q cos ∆θ
2 “ F cos ∆θ

2 ` k∆N.

从方程中消去 ∆N , 令 ∆θ Ñ 0, 得

dF

dθ
“ lim

∆θÑ0

∆F
∆θ

“ kF,
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利用积分解得

F pθq “ f ¨ ekθ.

当 θ “ 2nπ 时, F “ f ¨ e2knπ. 例如, 设摩擦系数 k “
1
4
, n “ 6, f “ 10kg, 则

F “ 10e3πkg ą 100000kg.

§7.1.5 进一步应用的例子

p1q 近似计算与 Stirling 公式

设 f 为 ra, bs 上的二次连续可微函数, 则由第五章第四节 (??) 式可得

|fpxq ´ lpxq| ď
1
2
Mpx´ aqpb´ xq, @ x P ra, bs,

其中, M “ max
xPra,bs

|f2pxq|, 且

lpxq “ fpaq `
fpbq ´ fpaq

b´ a
px´ aq, x P ra, bs.

因此有如下的积分估计

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

fpxqdx´

ż b

a

lpxqdx
ˇ

ˇ

ˇ
ď

1
2
M

ż b

a

px´ aqpb´ xqdx “
1
12
Mpb´ aq3.

这也就是 f 在 ra, bs 上的积分用梯形面积逼近的误差公式.

1 n

y = lnx

0

y

x

图 7.15 梯形面积逼近

我们考虑函数 f “ lnx 在 r1, ns 上的积分. 令

An “

ż n

1

lnx dx “ x lnx
ˇ

ˇ

ˇ

n

1
´

ż n

1

plnxq1xdx “ n lnn´ n` 1,

Bn “
1
2

pln 1 ` ln 2q `
1
2

pln 2 ` ln 3q ` ¨ ¨ ¨ `
1
2

plnpn´ 1q ` lnnq

“ lnn! ´
1
2

lnn,

根据上面的误差估计, 并注意 lnx 为凹函数, 则有

0 ă

ż k`1

k

lnx dx´
1
2

pln k ` lnpk ` 1qq ă
1
12

1
k2
.
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令 Cn “ An ´Bn, 则 Cn 是 n´ 1 次累计误差, 它关于 n 是单调递增的. 从而

0 ă Cn ă
1
12

n´1
ÿ

k“1

1
k2

ă
1
12

´

1 `

8
ÿ

k“1

`1
k

´
1

k ` 1
˘

¯

“
1
6
,

这说明极限 lim
nÑ8

Cn “ C 存在, 且

0 ă C ´ Cn ă
1
12

8
ÿ

k“n

1
k2

ă
1
12

“ 1
n2

`
1

npn` 1q
`

1
pn` 1qpn` 2q

` ¨ ¨ ¨
‰

“
1
12

` 1
n2

`
1
n

˘

.

下面我们来求极限 C 的值. 由定义, 有

Cn “ An ´Bn “ n lnn´ n` 1 ´ lnn! `
1
2

lnn,

因此

n! “ e1´Cnnn` 1
2 e´n.

由第六章第三节 Wallis 公式,

lim
nÑ8

pn!q222n

p2nq!
1

?
n

“ lim
nÑ8

p2nq!!
p2n´ 1q!!

1
?
n

“
?
π,

将 n! 和 p2nq! 的表达式代入, 有

?
π “ lim

nÑ8

e2p1´Cnqn2n`1e´2n

e1´C2np2nqp2n` 1
2 qe´2n

22n

?
n

“
e1´C

?
2
,

这就得到 n! 的如下表示

n! “
?

2πn
`n

e

˘n
eC´Cn , p Stirling 公式q

其中

1 ă eC´Cn ă e
1
12 p 1

n2 ` 1
n q

ă 1 `
1

12n
`

1
10n2

, @ n ą 1.

p2q π 为什么为无理数.

历史上, 最早被发现的无理数之一是
?

2, 这是毕达哥拉斯学派发现的, 这个发

现在当时引起了很大的恐慌. 1761 年, Lambert 证明了 π 为无理数. 1947 年, Niven

给出了 π 为无理数的一个简单证明, 下面的证明基本上就是 Niven 提出的.

证明用的是反证法. 假设 π 为有理数, π “
a

b
, a, b 为互素正整数. 令

fpxq “
1
n!
xnpa´ bxqn, x P r0, πs,

其中 n 为待定正整数. 我们有
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p1q fpxq “ fpπ ´ xq, x P r0, πs;

p2q f pkqp0q 为整数, k “ 1, 2, . . . , 2n;

p3q f pkqpπq 为整数, k “ 1, 2, . . . , 2n.

其中, p1q是显然的. p2q成立是因为,当 0 ď k ă n时 f pkqp0q “ 0;当 n ď k ď 2n

时,

f pkqp0q “
1
n!
Ck´n

n a2n´kp´bqk´n ¨ k!,

这是整数. p3q 可由 p1q 和 p2q 直接得到.

如果令

F pxq “ fpxq ´ f p2qpxq ` f p4qpxq ´ ¨ ¨ ¨ ` p´1qnf p2nqpxq,

则显然有

F 2pxq ` F pxq “ fpxq,

因此
ż π

0

fpxq sinx dx “ rF 1pxq sinx´ F pxq cosxs
ˇ

ˇ

π

0
“ F pπq ` F p0q P Z.

另一方面, 在 p0, πq 上 0 ă fpxq ď 1
n! pπaqn, 因此

1 ď

ż π

0

fpxq sinx dx ď

ż π

0

fpxq dx

ď
pπaqn

n!
π Ñ 0, pn Ñ 8q

这就导出了矛盾. �
习题 7.1

1. 计算下列曲线的弧长:

p1q y “ x
3
2 , p0 ď x ď 4q;

p2q x “ et cos t, y “ et sin t, t P r0, 2πs;

p3q x “ a cos4 t, y “ a sin4 t, a ą 0, t P r0, πs;

p4q y2 “ 2ax, a ą 0, 0 ď x ď a.

2. 求下列曲线所围成图形的面积:

p1q y2 “ ax, y “ 1
ax

2, a ą 0;

p2q y “ x2 ´ 2x, y “ ´x2;

p3q y “ xpx´ 1qpx´ 2q, y “ 0;

p4q y2 “ x2pa2 ´ x2q, a ą 0;
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p5q r “ ap1 ´ cos θq, a ą 0, θ P r0, 2πs;

p6q r “ a sin 3θ, a ą 0.

3. 求下列曲线旋转所成曲面的面积:

p1q y “ tanx 绕 x 轴, x P r0, π
4 s;

p2q x “ apt´ sin tq, y “ ap1 ´ cos tq 绕直线 y “ a, a ą 0, t P rπ
2 ,

3π
2 s;

p3q x2 ` y2 “ a2 绕 x 轴, a ą 0;

p4q r2 “ a2 cos 2θ 绕直线 θ “ π
4 .

4. 求下列曲面所围成的体积:

p1q x` y ` z2 “ 1, x “ 0, y “ 0;

p2q˚ x2 ` y2 “ a2, y2 ` z2 “ a2, a ą 0;

p3q z2 “ bpa´ xq, x2 ` y2 “ ax, a ą 0, b ą 0;

p4q˚ x2 ` y2 ` z2 ` xy ` yz ` zx “ a2, a ą 0.

5. 求下列旋转体的体积:

p1q x “ apt´ sin tq, y “ ap1 ´ cos tq, t P r0, 2πs 绕 x 轴旋转所成旋转体;

p2q px´ aq2 ` y2 “ b2 pa ą b ą 0q 的内部绕 y 轴旋转所成旋转体;

p3q y2 “ 2ax pa ą 0q 绕 x “ b pb ą 0q 旋转所围成的旋转体;

p4q y “ sinx, x P r0, πs 绕 x 轴旋转所围成的旋转体.

6. 记 cn “ p1 ` 1
2 ` ¨ ¨ ¨ ` 1

n q ´ lnn pn ě 1q. 在 Stirling 公式的证明中, 将函数

fpxq “ lnx 换成 fpxq “ x´1, 由此证明

p1q 极限 lim
nÑ8

cn 存在;

p2q 记 lim
nÑ8

cn “ c, 则 lim
nÑ8

npcn ´ cq “ 1
2 .

7. 设 σ : r0, 1s Ñ R2 为连续可微的曲线, 证明

Lpσq ě |σp1q ´ σp0q|,

其中 Lpσq 是 σ 的长度, |p´ q| 表示平面上两点 p 和 q 的直线距离.

§7.2 广义积分
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1

y =
1√
x

0

y

x

图 7.16 无界函数的

积分

在前一章, 我们研究了有界函数在闭区间上的 Riemann

积分. 一个自然的问题就是, 对于一般的区间以及对于无界

的函数, 如何定义积分? 在前一节计算第二宇宙速度时, 我们

曾经用到取极限的办法, 得到了区间 rR,`8q 上的积分. 现

在来看另一个例子, 这个例子中涉及的函数不是有界的. 事

实上, 考虑 p0, 1s 区间上的函数 fpxq “
1

?
x

, 这是一个连续函

数, 其图像 y “ fpxq 和直线 x “ 0, x “ 1 以及 y “ 0 围成的

区域虽然无界, 但其面积却是有界的. 下面我们就把这些例

子推广到一般的情形.

定义 7.2.1 (无穷积分). 设 a P R, 定义在 ra,`8q 中的

函数 f 如果在任何有限区间 ra,As 上都是 Riemann 可积的,

且极限

lim
AÑ`8

ż A

a

fpxq dx

存在 p 且有限 q, 则称无穷积分
ż `8

a

fpxq dx 存在或收敛, 记为

ż `8

a

fpxq dx “ lim
AÑ`8

ż A

a

fpxq dx,

否则就称无穷积分

ż `8

a

fpxq dx 不存在或发散.

类似地, 我们也可以定义无穷积分
ż a

´8

fpxq dx, 以及
ż `8

´8

fpxq dx. 并且无穷

积分

ż `8

´8

fpxq dx 收敛当且仅当

ż a

´8

fpxq dx 和

ż `8

a

fpxq dx 均收敛, 此时

ż `8

´8

fpxq dx “

ż a

´8

fpxq dx`

ż `8

a

fpxq dx, @ a P R.

需要注意的是, 利用极限

lim
AÑ`8

ż A

´A

fpxq dx

也可以定义 f 在 p´8,`8q 上的一种积分, 它和前一种定义不是等价的, 称为

Cauchy 主值积分, 记为

pV.P.q

ż `8

´8

fpxq dx “ lim
AÑ`8

ż A

´A

fpxq dx.

从无穷积分的定义立即得到如下的基本判别法:
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(无穷积分的 Cauchy 准则) fpxq 在 ra,`8q 上的积分收敛 ðñ 任给 ε ą 0,

存在 M “ Mpεq, 使得当 B ą A ą M 时,
ˇ

ˇ

ˇ

ż B

A

fpxq dx
ˇ

ˇ

ˇ
ă ε.

对于 p´8, as 和 p´8,`8q 上的无穷积分有完全类似的判别法.

例 7.2.1. 讨论无穷积分
ż `8

1

1
xp

dx pp P Rq 的敛散性.

解. 当 A ą 1 时,

ż A

1

1
xp

dx “

$

&

%

lnA, p “ 1,
1

1´p pA1´p ´ 1q, p ‰ 1.

因此只有 p ą 1 时积分才是收敛的, 此时
ż `8

1

1
xp

dx “ lim
AÑ`8

1
1 ´ p

pA1´p ´ 1q “
1

p´ 1
.

一般地, 如果连续函数 f 在 ra,`8q 上存在原函数 F , 则由微积分基本公式,

lim
AÑ`8

ż A

a

fpxq dx “ lim
AÑ`8

F pAq ´ F paq,

即积分是否收敛与极限 lim
AÑ`8

F pAq 是否存在是一致的.

例 7.2.2. 计算无穷积分
ż `8

´8

1
1 ` x2

dx .

解.
1

1 ` x2
的原函数为 arctanx, 因此

ż `8

´8

1
1 ` x2

dx “

ż `8

0

1
1 ` x2

dx`

ż 0

´8

1
1 ` x2

dx

“ arctanx
ˇ

ˇ

0

´8
` arctanx

ˇ

ˇ

`8

0

“
π

2
`
π

2
“ π.

和无穷积分类似, 我们也可以通过极限来处理无界函数的积分.

定义 7.2.2 (瑕积分). 设函数 f 在任何区间 ra1, bs pa ă a1 ă bq 上均 Riemann

可积, 如果极限

lim
a1Ña`

ż b

a1
fpxq dx

存在 p 且有限 q, 则称瑕积分
ż b

a

fpxq dx 存在或收敛, 记为

ż b

a

fpxq dx “ lim
a1Ña`

ż b

a1
fpxq dx,
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否则就称瑕积分

ż b

a

fpxq dx 不存在或发散.

不难看出, 如果 f 在 ra, bs 上 Riemann 可积, 则 f 的瑕积分等于其 Riemann

积分. 如果 f 在 a附近无界, 从而在 ra, bs 上不是 Riemann可积的, 则称 a为 f 的

瑕点. 类似地,可以在 ra, bq上定义瑕积分,当瑕点不只一个时也可类似地定义瑕积

分, 瑕积分的收敛性仍有和广义积分类似的 Cauchy 准则判别法.

如果一个函数既是无界的, 定义域又是无界区间, 则把上面两种积分, 即无穷

积分和瑕积分的处理方法结合起来往往可以对于这种函数的积分加以处理,得到的

积分统称广义积分, 在别的书上也称反常积分.

例 7.2.3. 讨论积分
ż 1

0

1
xp

dx pp P Rq 的敛散性.

解. 当 0 ă a ă 1 时,

ż 1

a

1
xp
dx “

$

&

%

´ ln a, p “ 1,
1

1´p p1 ´ a1´pq, p ‰ 1.

因此只有 p ă 1 时积分才是收敛的, 此时
ż 1

0

1
xp

dx “ lim
aÑ0

1
1 ´ p

p1 ´ a1´pq “
1

1 ´ p
.

例 7.2.4. 计算积分
ż 1

´1

1
?

1 ´ x2
dx.

解. 被积函数有两个瑕点 ˘1. 我们有
ż 1

´1

1
?

1 ´ x2
dx “

ż 0

´1

1
?

1 ´ x2
dx`

ż 1

0

1
?

1 ´ x2
dx

“ arcsinx
ˇ

ˇ

0

´1
` arcsinx

ˇ

ˇ

1

0

“
π

2
`
π

2
“ π.

广义积分具有和 Riemann 积分类似的性质, 一些运算法则, 例如分部积分, 变

量代换等也可以直接推广过来.

命题 7.2.1. 假设积分限 a, b, c 等可以取 ´8 或 `8, 则

p1q 如果 f 在 ra, bs, rb, cs 上积分存在, 则 f 在 ra, cs 上的积分也存在, 且
ż c

a

fpxq dx “

ż b

a

fpxq dx`

ż c

b

fpxq dx;

p2q 如果 f , g 在 ra, bs 上积分存在, 则 λf `µg pλ, µ P Rq 在 ra, bs 上的积分也

存在, 且
ż b

a

rλfpxq ` µgpxqs dx “ λ

ż b

a

fpxq dx` µ

ż b

a

gpxq dx.
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例 7.2.5. 计算积分
ż 1

0

lnx dx .

解. 利用 lim
xÑ0`

x lnx “ 0 得

ż 1

0

lnx dx “ x lnx
ˇ

ˇ

ˇ

1

0
´

ż 1

0

x ¨
1
x
dx “ ´1.

例 7.2.6. 讨论积分
ż `8

0

cospx2q dx 的敛散性.

解. 只要讨论被积函数在 r1,`8q 上的积分就可以了. 作变量代换 x “
?
t, 得

ż `8

1

cospx2q dx “
1
2

ż `8

1

cos t
?
t
dt.

我们利用分部积分和 Cauchy 准则来判断积分的收敛性:
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż B

A

cos t
?
t
dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

sin t
?
t

ˇ

ˇ

ˇ

B

A
`

1
2

ż B

A

sin t
t

3
2
dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

?
A

`
1

?
B

`
1
2

ż B

A

t´
3
2 dt “

2
?
A

Ñ 0 pB ą A Ñ `8q.

这说明积分是收敛的.

这个例子也告诉我们, f 在 ra,`8q 上的积分存在并不意味着 fpxq Ñ 0 px Ñ

`8q.

习题 7.2

1. 设 f 为 ra, bs 上的有界函数. 如果对于任意的 a1 P pa, bq, f 均在 ra1, bs 上

Riemann 可积, 则 f 在 ra, bs 上可积, 且

lim
a1Ña`

ż b

a1
fpxq dx “

ż b

a

fpxq dx.

2. 计算下列无穷积分:

p1q

ż `8

2

dx

xplnxqp
; p2q

ż `8

1

lnx
x2

dx; p3q

ż `8

e2

dx

x lnx ln2
plnxq

;

p4q

ż `8

0

e´
?

xdx; p5q

ż `8

0

xe´xdx; p6q

ż `8

0

x5e´x2
dx;

p7q

ż `8

1

dx

xp1 ` xq
; p8q

ż `8

0

dx

px` 2qpx` 3q
; p9q

ż `8

0

dx

x2 ` 2x` 2
.

3. 计算下列瑕积分:

p1q

ż 1

0

x3

?
1 ´ x2

dx; p2q

ż 1

´1

xdx
?

1 ´ x2
; p3q

ż 1

´1

arcsinx
?

1 ´ x2
dx;

p4q

ż 1

0

dx

p2 ´ xq
?

1 ´ x
; p5q

ż β

α

xdx
a

px´ αqpβ ´ xq
; p6q

ż 1

0

arcsin
?
x

a

xp1 ´ xq
dx.
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4. 讨论下列广义积分的敛散性:

p1q

ż `8

0

| cosx2|dx; p2q

ż `8

0

dx

ex
?
x
.

5. 讨论下列瑕积分的敛散性:

p1q

ż 1

0

dx

lnx
; p2q

ż 1

0

lnx
1 ´ x

dx; p3q

ż 2

0

dx

px´ 1q2
.

6. 设 fpxq 为 ra,`8q 中的非负连续函数, 如果
ż `8

a

fpxqdx “ 0, 证明 fpxq ” 0.

7. 设 fpxq ą 0, 如果 fpxq 在 ra,`8q 上广义可积, 则
ż `8

a

fpxqdx ą 0.

8. 设 fpxq 在 ra,`8q 上广义可积, 如果 fpxq 在 ra,`8q 中一致连续, 则

lim
xÑ`8

fpxq “ 0.

(提示: 先用 Cauchy 准则和中值定理找收敛子列.)

9. 设 fpxq 在 ra,`8q 上广义可积, 如果 fpxq 在 ra,`8q 中可导, 且导函数 f 1pxq

有界, 则 lim
xÑ`8

fpxq “ 0. (提示: 用上一题.)

10. 设 fpxq 在 ra,`8q 中连续可导, 如果
ż `8

a

fpxqdx 和

ż `8

a

f 1pxqdx 均收敛, 则

lim
xÑ`8

fpxq “ 0.

11. p˚q举例说明,当无穷积分
ż `8

a

fpxqdx收敛,且 fpxq为正连续函数时,无穷积

分

ż `8

a

f2pxqdx 不一定收敛.

12. p˚q举例说明,当无穷积分
ż `8

a

fpxqdx收敛,且 fpxq为正连续函数时,不一定

有

lim
xÑ`8

fpxq “ 0.

§7.3 广义积分的收敛判别法

在前一节我们知道可以用 Cauchy准则来判断广义积分的敛散性. 下面我们进

一步介绍其它的判别法, 假定函数在有限区间上可积. 首先研究非负函数, 注意到

如果 f 非负, 则积分
ż A

a

fpxq dx 关于 A 单调递增, 因此其极限存在当且仅当它有

上界, 这就得到了非负函数广义积分的如下基本判别法:
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定理 7.3.1. 设 f ě 0, 则无穷积分
ż `8

a

fpxq dx 收敛当且仅当

F pAq “

ż A

a

fpxq dx

是 A P ra,`8q 的有界函数; 对瑕积分有完全类似的结果.

由此又得到如下的比较判别法:

定理 7.3.2. 设 0 ď f ď Mg, M ą 0 为常数, 则当无穷积分
ż `8

a

gpxq dx 收

敛时, 无穷积分
ż `8

a

fpxq dx 也收敛; 当无穷积分
ż `8

a

fpxq dx 发散时, 无穷积分
ż `8

a

gpxq dx 也发散; 瑕积分有完全类似的结果.

证明. 令

F pAq “

ż A

a

fpxq dx, GpAq “

ż A

a

gpxq dx,

则 0 ď F pAq ď M ¨ GpAq, A P ra,`8q. 因此, 如果 GpAq 有界, 则 F pAq 也有界;

F pAq 无界时, GpAq 也无界. �
注. p1q 常数 M 的存在性通常利用极限去找. 即如果极限 l “ lim

xÑ`8

fpxq

gpxq
存在,

则当 0 ă l ă 8时,积分
ż `8

a

fpxq dx和

ż `8

a

gpxq dx同时收敛或发散;当 l “ 0时,

如果

ż `8

a

gpxq dx 收敛, 则
ż `8

a

fpxq dx 也收敛; 当 l “ `8 时, 如果
ż `8

a

gpxq dx

发散, 则
ż `8

a

fpxq dx 也发散.

p2q 我们可以拿函数 f 与 x´p 比较, 则得到如下的 Cauchy 判别法:

(i) 如果 p ą 1, 且存在常数 C ą 0, 使得

0 ď fpxq ď
C

xp
p@ x ě x0q,

则

ż `8

a

fpxq dx 收敛;

(ii) 如果 p ď 1, 且存在常数 C ą 0, 使得

fpxq ě
C

xp
p@ x ě x0q,

则

ż `8

a

fpxq dx 发散;

当然, 常数 C 通常是求极限得到的, 即如果极限 lim
xÑ`8

xpfpxq “ l 存在, 则

(iii) 如果 p ą 1, 0 ď l ă `8, 则
ż `8

a

fpxq dx 收敛;
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(iv) 如果 p ď 1, 0 ă l ď `8, 则
ż `8

a

fpxq dx 发散;

p3q 对于瑕积分, 利用与函数 x´p 的比较, 可以得到完全类似的 Cauchy 判别

法.

例 7.3.1. 判别积分
ż `8

1

1
x

?
x2 ` x` 1

dx 的敛散性.

解. 因为

0 ď
1

x
?
x2 ` x` 1

ď x´2, @ x ě 1,

故积分是收敛的. �

例 7.3.2. 判别积分
ż `8

1

xae´x dx pa P Rq 的敛散性.

解. 因为

lim
xÑ`8

x2xae´x “ lim
xÑ`8

x2`a

ex
“ 0,

故积分是收敛的. �

例 7.3.3. 判别积分
ż `8

1

1
xp1 ` lnxq

dx 的敛散性.

解. 被积函数有原函数 F pxq “ lnp1 ` lnxq, 由 Newton-Leibniz 公式易见积分

是发散的. �
这里要提醒读者注意, 比较判别法只适用于非负函数. 对于一般函数的广义积

分, 有时可以化为非负函数的积分来判断是否收敛.

设 f 为一般函数, 记

f`pxq “ maxt0, fpxqu, f´pxq “ maxt0,´fpxqu,

则 f` 和 f´ 均为非负函数, 且 f “ f` ´ f´. 因此, 如果 f` 和 f´ 的积分均收敛,

则 f 的积分也收敛, 此时称 f 的积分绝对收敛, 这和 |f | “ f` ` f´ 的积分收敛是

一致的. 如果 f 的积分收敛, 但 |f | 的积分发散, 则称 f 的积分条件收敛.

例 7.3.4. 判别积分
ż `8

1

cosx
xp

dx pp ą 1q 的敛散性.

解. 因为
ˇ

ˇ

cosx
xp

ˇ

ˇ ď x´p, @ x ě 1,

而 p ą 1 时 x´p 积分收敛, 故原积分是绝对收敛的. �

例 7.3.5. 判别积分
ż `8

1

cosxp dx pp ą 1q 的敛散性.
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解. 利用变量代换 x “ t
1
p 以及前节最后例子中的办法 (Cauchy 准则), 不难看

出积分是收敛的. 但是

| cosxp| ě cos2 xp “
1
2

p1 ` cos 2xpq,

函数 cos 2xp 的积分是收敛的, 因此 cosxp 在 r1,`8q 上的积分是条件收敛的. �
对于两个函数乘积的广义积分,在某些情形下利用第二积分中值公式可以给出

下面的判别法.

定理 7.3.3 (Dirichlet). 设 F pAq “

ż A

a

fpxq dx 在 ra,`8q 中有界, 函数 gpxq

在 ra,`8q 中单调, 且 lim
xÑ`8

gpxq “ 0, 则积分
ż `8

a

fpxqgpxq dx 收敛.

证明. 设 |F pAq| ď C, @ A ě a. 则
ˇ

ˇ

ˇ

ż B

A

fpxq dx
ˇ

ˇ

ˇ
“

ˇ

ˇ

ˇ

ż B

a

fpxq dx´

ż A

a

fpxq dx
ˇ

ˇ

ˇ
ď 2C, @ A,B ě a.

又因为 lim
xÑ`8

gpxq “ 0, 故任给 ε ą 0, 存在 M ą 0, 使得当 x ą M 时

|gpxq| ď
ε

4C
.

由积分第二中值定理, 当 A,B ą M 时

ˇ

ˇ

ˇ

ż B

A

fpxqgpxq dx
ˇ

ˇ

ˇ
“

ˇ

ˇ

ˇ
gpAq

ż ξ

A

fpxq dx` gpBq

ż B

ξ

fpxq dx
ˇ

ˇ

ˇ

ď
ε

4C

ˇ

ˇ

ˇ

ż ξ

A

fpxq dx
ˇ

ˇ

ˇ
`

ε

4C

ˇ

ˇ

ˇ

ż B

ξ

fpxq dx
ˇ

ˇ

ˇ

ď
ε

4C
2C `

ε

4C
2C “ ε.

由 Cauchy 准则知积分
ż `8

a

fpxqgpxq dx 收敛. �

例 7.3.6. 判断积分
ż `8

0

sinx
xp

dx p0 ă p ă 2q 的敛散性.

解. 因为

lim
xÑ`0

xp´1 sinx
xp

“ 1,

故在 p0, 1s 上
sinx
xp
积分的敛散性和 x1´p 的积分敛散性一致. 当 p ă 2 时 x1´p 的

积分在 p0, 1s 上收敛. 下面只要判断
sinx
xp
在 r1,`8q 上的敛散性即可. 由于积分

ż A

1

sinx dx 显然有界, 而
1
xp

pp ą 0q 在 r1,`8q 中单调趋于零, 故由 Dirichlet 判别

法知原积分是收敛的. �
注. 请读者自行证明, 当 0 ă p ď 1 时, 该积分是条件收敛的; 当 1 ă p ă 2 时

该积分是绝对收敛的.
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定理 7.3.4 (Abel). 如果广义积分
ż `8

a

fpxq dx 收敛, 函数 gpxq 在 ra,`8q 中

单调有界, 则积分
ż `8

a

fpxqgpxq dx 也收敛.

证明. 因为 g 有界, 可设

|gpxq| ď C, @ x P ra,`8q.

又因为 f 积分收敛, 故任给 ε ą 0, 存在 M ą 0, 使得当 A,B ą M 时

ˇ

ˇ

ˇ

ż B

A

fpxq dx
ˇ

ˇ

ˇ
ď

ε

2C
.

由积分第二中值定理,

ˇ

ˇ

ˇ

ż B

A

fpxqgpxq dx
ˇ

ˇ

ˇ
“

ˇ

ˇ

ˇ
gpAq

ż ξ

A

fpxq dx` gpBq

ż B

ξ

fpxq dx
ˇ

ˇ

ˇ

ď C
ˇ

ˇ

ˇ

ż ξ

A

fpxq dx
ˇ

ˇ

ˇ
` C

ˇ

ˇ

ˇ

ż B

ξ

fpxq dx
ˇ

ˇ

ˇ

ď C
ε

2C
` C

ε

2C
“ ε.

由 Cauchy 准则知积分
ż `8

a

fpxqgpxq dx 收敛. �

这些判别法对于瑕积分也有完全类似的表达形式, 我们不再赘述.

例 7.3.7. 设 a ě 0, 研究积分
ż `8

0

e´ax sinx
x

dx 的敛散性.

解. 函数 e´ax 在 r0,`8q 中单调递减且有界, 函数
sinx
x
在 r0,`8q 上积分收

敛, 因此由 Abel 判别法知原积分收敛. �

例 7.3.8. 判断积分
ż `8

1

sinx
xp

arctanx dx pp ą 0q 的敛散性.

解. 令 fpxq “
sinx
xp

, gpxq “ arctanx, 则 f 在 r1,`8q 上的积分收敛, 而 g 在

r1,`8q 中单调有界, 故由 Abel 判别法知原积分收敛. �
习题 7.3

1. 判断下列无穷积分的敛散性:

p1q

ż `8

1

dx
3
?
x4 ` 1

; p2q

ż `8

0

dx

1 `
?
x

; p3q

ż `8

0

x3dx
?

1 ` x7
;

p4q

ż `8

0

sin2 x
?
x
dx; p5q

ż `8

1

x arctanx
1 ` x3

dx; p6q

ż `8

1

x2

?
1 ` x6

dx;

p7q

ż `8

0

cosx
1 ` x2

dx; p8q

ż `8

1

lnp1 ` xq

xn
dx; p9q

ż `8

1

π
2 ´ arctanx

x
dx.
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2. 判断下列瑕积分的敛散性:

p1q

ż 1

0

dx
3
?

1 ´ x3
; p2q

ż 1

0

dx
?
x lnx

; p3q

ż 1

0

dx
?

1 ´ x4
;

p4q

ż π

0

dx
?

sinx
; p5q

ż π
2

0

1 ´ cosx
xm

dx; p6q

ż 1

0

lnx
p1 ´ xq2

dx;

p7q

ż 1

0

1
xα

sin
1
x
dx; p8q

ż 1

0

lnx
1 ´ x2

dx; p9q

ż 1

0.5

dx

lnx
.

3. 判断下列无穷积分是绝对收敛还是条件收敛的 pp ą 0q:

p1q

ż `8

1

sin
?
x

x
dx; p2q

ż `8

1

cosx
x

dx; p3q

ż `8

e

lnplnxq

lnx
sinxdx;

p4q

ż `8

0

?
x sinx
1 ` x

dx; p5q

ż `8

1

sin 1
x

x
dx; p6q

ż `8

0

sinxp1 ´ cosxq

xp
dx.

4. 研究下列广义积分的敛散性 (p, q ą 0):

p1q

ż `8

1

lnx
xp

; p2q

ż `8

0

xp

1 ` xq
dx; p3q

ż 1

0

xp

?
1 ´ x4

dx;

p4q

ż `8

0

ex ´ 1
xp

dx; p5q

ż π
2

0

dx

sinp x cosq x
; p6q

ż `8

0

| sinx|

xp
dx.

5. 设 fpxq 在 r1,`8q 中连续, 如果
ż `8

1

f2pxqdx 收敛, 则
ż `8

1

fpxq

x
dx 绝对收

敛. (提示: 用平均值不等式.)

6. 设 fpxq在 ra,As pA ă 8q上均可积.如果
ż `8

a

|fpxq|dx收敛,且 lim
xÑ`8

fpxq “ L,

证明 L “ 0, 且
ż `8

a

f2pxqdx 也收敛.

7. 设 fpxq 在 ra,`8q 中单调递减, 且
ż `8

a

fpxqdx 收敛, 证明 lim
xÑ`8

xfpxq “ 0.

(提示: 在区间 rA{2, As 上估计积分.)

8. 设 fpxq在 ra,`8q中单调递减趋于零,且
ż `8

a

a

fpxq{x dx收敛,则
ż `8

a

fpxqdx

也收敛. (提示: 利用上题, 比较被积函数.)

9. 设
ż `8

a

fpxqdx 收敛, 如果 x Ñ `8 时 xfpxq 单调递减趋于零, 则

lim
xÑ`8

xfpxq lnx “ 0.

10. p˚q 设 fpxq ą 0 在 r0,`8q 中连续, 且
ż `8

0

dx

fpxq
收敛, 证明

lim
λÑ`8

1
λ

ż λ

0

fpxqdx “ `8.
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11. p˚q 研究广义积分
ż `8

2

dx

xp lnq x
dx pp, q P Rq

的敛散性.

§7.4 广义积分的几个例子

� 本节内容可以作为选读材料. 我们计算几个广义积分作为示例.

例 7.4.1. 计算积分 I “

ż `8

0

e´ax sin bx dx pa ą 0q.

解. 利用分部积分, 计算出被积函数的原函数为

F pxq “ ´
a sin bx` b cos bx

a2 ` b2
e´ax,

因此, 由 Newton-Leibniz 公式, 有

I “ F p`8q ´ F p0q “ ´F p0q “
b

a2 ` b2
.

例 7.4.2. 计算积分 I “

ż `π

´π

1 ´ r2

1 ´ 2r cosx` r2
dx p0 ă r ă 1q.

解. 令 t “ tan x
2 , 则有

I “

ż `8

´8

1 ´ r2

1 ´ 2r 1´t2

1`t2 ` r2
2dt

1 ` t2

“

ż `8

´8

2p1 ´ r2q

p1 ´ rq2 ` p1 ` rq2t2
dt

“ 2 arctan
1 ` r

1 ´ r
t
ˇ

ˇ

ˇ

`8

´8
“ 2π.

例 7.4.3. 计算积分 I “

ż `8

0

1
1 ` x4

dx.

解. 令 x “
1
t
, 则

I “

ż `8

0

t´2dt

1 ` t´4
“

ż `8

0

t2

1 ` t4
dt,

因此有

2I “

ż `8

0

1 ` x2

1 ` x4
dx

“

ż `8

0

1 ` 1
x2

x2 ` 1
x2

dx

“

ż `8

0

dpx´ 1
x q

px´ 1
x q2 ` 2

“

ż `8

´8

du

u2 ` 2
“

π
?

2
.
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这说明 I “
π

2
?

2
.

例 7.4.4. 计算积分 In “

ż `8

0

xne´x dx pn 为非负整数q.

解. 当 n “ 0 时,

I0 “

ż `8

0

e´x dx “ ´e´x
ˇ

ˇ

ˇ

`8

0
“ 1,

当 n ě 1 时,

In “

ż `8

0

xne´x dx “ ´e´xxn
ˇ

ˇ

ˇ

`8

0
` n

ż `8

0

xn´1e´x dx

“ n

ż `8

0

xn´1e´x dx “ nIn´1,

因此

In “ n!, @ n ě 0.

例 7.4.5. 计算积分
ż `8

0

1
p1 ` x2qn

dx pn ě 1q.

解. 当 n “ 1 时,

I1 “

ż `8

0

1
1 ` x2

dx “ arctanx
ˇ

ˇ

ˇ

`8

0
“
π

2
,

当 n ě 2 时,

In “

ż `8

0

1
p1 ` x2qn

dx “

ż `8

0

1 ` x2 ´ x2

p1 ` x2qn
dx

“ In´1 `

ż `8

0

´x2

p1 ` x2qn
dx

“ In´1 `
1

2pn´ 1q

x

p1 ` x2qn´1

ˇ

ˇ

ˇ

`8

0
´

1
2pn´ 1q

ż `8

0

1
p1 ` x2qn´1

dx

“
2n´ 3
2n´ 2

In´1.

因此

In “
π

2
¨

p2n´ 3q!!
p2n´ 2q!!

, @ n ě 1.

例 7.4.6. 计算积分
ż `8

0

e´x2
dx pEuler-Poisson 积分q.

解. 由 Taylor 展开易见

et ě 1 ` t, @ t P R,
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因此

1 ´ x2 ď e´x2
ď

1
1 ` x2

, @ x ą 0.

从而得到如下的积分估计

ż 1

0

p1 ´ x2qn dx ď

ż `8

0

e´nx2
dx ď

ż `8

0

1
p1 ` x2qn

dx,

上式左边利用变量代换 x “ sin t, 中间利用变量代换 x “
t

?
n

, 右边利用上面的例

子, 最后得到
p2nq!!

p2n` 1q!!
ď

1
?
n

ż `8

0

e´x2
dx ď

π

2
¨

p2n´ 3q!!
p2n´ 2q!!

,

利用 Wallis 公式
π

2
“ lim

nÑ8

rp2nq!!s2

rp2n´ 1q!!s2p2n` 1q

和数列极限的夹逼定理可得
ż `8

0

e´x2
dx “ lim

nÑ8

?
n

p2nq!!
p2n` 1q!!

“

?
π

2
.

例 7.4.7. 计算积分 I “

ż `8

0

e´ax2´ b
x2 dx pa, b ą 0q.

解. 令 x “

b

b
a

1
t , 则

I “

ż `8

0

e´ b
t2

´at2
c

b

a

1
t2
dt,

因此有

2I “

ż `8

0

e´ax2´ b
x2
`

1 `

c

b

a

1
x2

˘

dx

“
e´2

?
ab

?
a

ż `8

0

e´p
?

ax´
?

b
x q2d

`?
ax´

?
b

x

˘

“
e´2

?
ab

?
a

ż `8

´8

e´u2
du “

c

π

a
e´2

?
ab.

这说明

I “
1
2

c

π

a
e´2

?
ab.

例 7.4.8. 计算积分
ż `8

0

sin2 x

x2
dx.

解. 利用等式 sinp2n´ 1qx´ sinp2n´ 3qx “ 2 sinx cos 2pn´ 1qx 易得

ż π
2

0

sinp2n´ 1qx

sinx
dx “

π

2
, @ n ě 1.
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再利用等式 sin2 nx´ sin2pn´ 1qx “ sinp2n´ 1qx sinx 可得
ż π

2

0

sin2 nx

sin2 x
dx “

n
ÿ

k“1

ż π
2

0

sinp2k ´ 1qx

sinx
dx “

π

2
n, @ n ě 1.

在区间 r0,
π

2
s 上, 利用不等式 x´

x3

3!
ď sinx ď x 可得

1
n

ż π
2

0

sin2 nx

x2
dx ď

π

2
“

1
n

ż π
2

0

sin2 nx

sin2 x
dx

ď
1
n

ż δ

0

sin2 nx

x2

`

1 ´
δ2

6
˘´1

dx`
1
n

ż π
2

δ

1
x2

`

1 ´
π2

24
˘´1

dx.

作变量代换 x “
t

n
, 并令 n Ñ `8, 得

ż `8

0

sin2 x

x2
dx ď

π

2
ď
`

1 ´
δ2

6
˘´1

ż `8

0

sin2 x

x2
dx.

再令 δ Ñ 0` 即得
ż `8

0

sin2 x

x2
dx “

π

2
.

注. 利用分部积分和简单的变量替换, 由此例不难得出
ż `8

0

sinx
x

dx “
π

2
.

例 7.4.9. 计算积分 I “

ż π
2

0

ln sinx dx pEuler 积分q.

解. 作变量代换 x “ 2t, 得

I “ 2
ż π

4

0

ln sin 2t dt “
π

2
ln 2 ` 2

ż π
4

0

ln sin t dt` 2
ż π

4

0

ln cos t dt,

在上式最后的积分中作变量代换 t “ π
2 ´ s, 得

I “ 2
ż π

4

0

ln sin 2t dt “
π

2
ln 2 ` 2

ż π
4

0

ln sin t dt` 2
ż π

2

π
4

ln sin s ds,

即

I “
π

2
ln 2 ` 2I,

因此 I “ ´π
2 ln 2. �

象 Riemann 积分一样, 广义积分有时也可以看成某种部分和的极限.

命题 7.4.1. 设函数 f 在 p0, bs 中单调递减, 则
ż b

0

fpxq dx “ lim
nÑ8

b

n

n
ÿ

k“1

fp
k

n
bq;
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类似地, 如果函数 f 在 r0, bq 中单调递增, 则
ż b

0

fpxq dx “ lim
nÑ8

b

n

n
ÿ

k“1

fp
k ´ 1
n

bq;

证明. 当 f 在 p0, bs 中单调递减时, 不妨设 f ě 0 (不然考虑 fpxq ´ fpbq). 我们

有估计
b

n
fp
k ` 1
n

bq ď

ż
k`1

n b

k
n b

fpxq dx ď
b

n
fp
k

n
bq,

因此有
b

n

n
ÿ

k“1

fp
k

n
bq ď

ż b

0

fpxq dx

以及
ż b

b
n

fpxq dx ď
b

n

n´1
ÿ

k“1

fp
k

n
bq ď

b

n

n
ÿ

k“1

fp
k

n
bq,

当

ż b

0

fpxq dx 收敛时, 由数列极限的夹逼定理知极限 lim
nÑ8

b
n

n
ř

k“1

fp k
nbq 存在且等于

积分

ż b

0

fpxq dx. 反之, 如果极限 lim
nÑ8

b
n

n
ř

k“1

fp k
nbq 存在, 则积分

ż b

b
n

fpxq dx 有上界,

因而收敛, 因此也得到欲证极限等式.

当函数 f 在 r0, bq 上单调递增时, 证明是完全类似的, 略. �
同理, 无穷积分有时也可以转化为极限, 这种极限要用到无穷求和, 这是下一

章的内容.

习题 7.4

1. 计算下列积分 (n 为正整数):

p1q

ż `8

0

x2n´1e´x2
dx; p2q

ż `8

0

dx

px2 ` a2qn
; p3q

ż `8

0

e´ax cos bx dx pa ą 0q.

2. 计算下列积分 (n 为正整数, a ą 0):

p1q

ż 1

0

plnxqndx; p2q

ż 1

0

p1 ´ xqn

?
x

dx; p3q

ż 1

0

xndx

1 ´ x
; p4q

ż `8

0

e´ax sinn xdx.

3. 计算下列积分:

p1q

ż `8

0

1 ´ e´x2

x2
dx; p2q

ż π
2

π
4

1 ` sinx
1 ` cosx

exdx; p3q

ż 1

0

c

ln
1
x
dx.

4. 计算下列积分:

p1q

ż π

0

x ln sinxdx; p2q

ż π
2

0

x cotxdx; p3q

ż 1

0

arcsinx
x

dx;

p4q

ż π

0

x sinx
1 ´ cosx

dx; p5q

ż π
2

0

x2

sin2 x
dx; p6q

ż π

0

x2

1 ´ cosx
dx.
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5. 计算下列积分:

p1q

ż `8

0

dx

1 ` x3
; p2q

ż 1

0

1 ` x4

1 ` x6
dx; p3q

ż `8

0

1 ` x4

1 ` x6
dx.

6. 计算下列积分:

p1q

ż `8

0

dx

p1 ` x2qp1 ` xαq
pα P Rq; p2q

ż `8

0

lnx
1 ` x2

dx.

7. 当积分有意义时, 证明下面的等式
ż `8

0

f rpax´
b

x
q2sdx “

1
a

ż `8

0

fpy2qdx pa, b ą 0q.

8. 设 fpxq 在 r0,`8q 上连续, 且对任意 c ą 0, 积分
ż `8

c

fpxq

x
收敛, 则

ż `8

0

fpαxq ´ fpβxq

x
dx “ fp0q ln

β

α
pα, β ą 0q.

9. 设 fpxq是定义在 p0,`8q上的函数, 如果对于任意 b ą a ą 0, 积分
ż b

a

fpxq

x
dx

收敛, 且

lim
xÑ0`

fpxq “ L, lim
xÑ`8

fpxq “ M,

则
ż `8

0

fpαxq ´ fpβxq

x
dx “ rL´M s ln

β

α
pα, β ą 0q.

10. 计算下列积分 ( a, b ą 0):

p1q

ż `8

0

` x

ex ´ e´x
´

1
2
˘dx

x2
; p2q

ż `8

0

b sin ax´ a sin bx
x2

dx.

11. 计算下列积分:

p1q

ż π
2

0

ln | sin2 x´ a|dx p0 ď a ď 1q; p2q

ż π
2

0

lnpsin2 x` aqdx pa ą 0q.

(提示: p2q 可先承认第九章 (9.13) 式.)
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第八章 数项级数

在研究 Taylor展开时,我们遇到过级数的收敛问题,这一章和下一章我们就来

处理这样的问题.和积分一样,对于一列数 (不一定有限)的求和可以看成一种新的

运算, 这种运算不属于初等的四则运算, 但具有类似的性质.

§8.1 级数收敛与发散的概念

设 a1, a2, ¨ ¨ ¨ , an, ¨ ¨ ¨ 为一列实数, 形式和
8
ÿ

n“1

an “ a1 ` a2 ` ¨ ¨ ¨ ` an ` ¨ ¨ ¨

称为无穷级数, an 称为通项或一般项, Sn “
n
ř

k“1

ak “ a1 ` ¨ ¨ ¨ ` an 称为级数的第 n

个部分和.

如果 lim
nÑ8

Sn “ S 存在且有限, 则称级数
8
ř

n“1
an 收敛, 其和为 S, 记为

8
ÿ

n“1

an “ S.

否则就称级数
8
ř

n“1
an 发散.级数的收敛或发散性质统称为敛散性. 利用数列极限的

性质可得

级数收敛的必要条件: 如果
8
ř

n“1
an 收敛, 则通项 an Ñ 0 pn Ñ 8q. 这是因为

an “ Sn ´ Sn´1 Ñ S ´ S “ 0 pn Ñ 8q.

级数收敛的充要条件 (Cauchy 准则):
8
ř

n“1
an 收敛 ðñ 任给 ε ą 0, 存在

N “ Npϵq, 当 n ą N 时

|an`1 ` an`2 ` ¨ ¨ ¨ ` an`p| ă ε, @ p ě 1.

这时因为

an`1 ` an`2 ` ¨ ¨ ¨ ` an`p “ Sn`p ´ Sn,

对数列 tSnu 用 Cauchy 收敛准则即可.

例 8.1.1. 判断级数
8
ř

n“1

1
npn` 1q

的敛散性.

解. 我们计算其部分和

Sn “

n
ÿ

k“1

1
kpk ` 1q

“

n
ÿ

k“1

`1
k

´
1

k ` 1
˘

“ 1 ´
1

n` 1
Ñ 1 pn Ñ 8q,

故原级数收敛. �
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例 8.1.2. 判断级数
8
ÿ

n“1

1
n2
的敛散性.

解. 当 n ą 1 时,
1
n2

ă
1

npn´ 1q
“

1
n´ 1

´
1
n

. 与前例类似, 有

0 ă

n`p
ÿ

k“n`1

1
k2

ă

n`p
ÿ

k“n`1

´ 1
k ´ 1

´
1
k

¯

“
1
n

´
1

n` p
ă

1
n

Ñ 0 pn Ñ 8q,

由 Cauchy 准则, 原级数收敛 (事实上, 以后将证明其和为 π2{6). �

例 8.1.3. 判断级数
8
ř

n“1

1
n
的敛散性 ( 调和级数 ).

解. 当 n ě 1, 有

2n
ÿ

k“n`1

1
k

“
1

n` 1
`

1
n` 2

` ¨ ¨ ¨ `
1
2n

ě
1
2n

`
1
2n

` ¨ ¨ ¨ `
1
2n

“
1
2
,

由 Cauchy 准则, 原级数发散. �

例 8.1.4. 判断级数
8
ř

n“1
sinn 的敛散性.

解. 如果级数收敛, 则 sinn Ñ 0 pn Ñ 8q. 利用等式

sinpn` 1q “ sinn ¨ cos 1 ` cosn ¨ sin 1

知, 此时也有 cosn Ñ 0 pn Ñ 8q. 但

sin2 n` cos2 n ” 1,

这就导出了矛盾, 从而说明原级数发散. �

例 8.1.5. 设 q ą 0, 则当 q ă 1 时,
8
ř

n“1
qn 收敛; q ě 1 时,

8
ř

n“1
qn 发散 ( 几何

级数 ).

证明. 当 0 ă q ă 1 时,

Sn “

n
ÿ

k“1

qk “ q ¨
1 ´ qn

1 ´ q
Ñ

q

1 ´ q
,

此时原级数收敛; 当 q ě 1 时, qn Û 0, 此时原级数发散. �

命题 8.1.1. p1q 如果
8
ř

n“1
an 和

8
ř

n“1
bn 均收敛, 则

8
ř

n“1
pλan ` µbnq 也收敛, 且

8
ÿ

n“1

pλan ` µbnq “ λ
8
ÿ

n“1

an ` µ
8
ÿ

n“1

bn, pλ, µ P Rq.

p2q 级数的敛散性与其有限项的值无关.
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证明. 证明和数列极限的情形完全类似, 我们略去. �
习题 8.1

1. 研究下列级数的敛散性:

p1q

8
ÿ

n“1

n

2n´ 1
; p2q

8
ÿ

n“1

n

2n
; p3q

8
ÿ

n“1

1
n
?
n2

;

p4q

8
ÿ

n“1

sin2 n

npn` 1q
; p5q

8
ÿ

n“1

ln
`

1 `
1
n

˘

; p6q

8
ÿ

n“1

` 1
2n` 1

`
p´1qn

2n` 2
˘

.

2. 求下列级数之和:

p1q

8
ÿ

n“1

1
np2n´ 1q

; p2q

8
ÿ

n“1

p
?
n` 2 ´ 2

?
n` 1 `

?
nq;

p3q

8
ÿ

n“1

1
npn` 3q

; p4q

8
ÿ

n“1

1
pn` 1q

?
n` n

?
n` 1

;

p5q

8
ÿ

n“1

p´1qn´1

n
; p6q

8
ÿ

n“1

1
npn` 1qpn` 2q

.

3. 设级数
8
ÿ

n“1

an 的部分和为 Sn. 如果 S2n Ñ S, 且 an Ñ 0, 则
8
ÿ

n“1

an 收敛.

4. 设级数
8
ÿ

n“1

|an`1 ´ an| 收敛, 则数列 tanu 收敛. (提示: 用 Cauchy 准则.)

5. 设数列 nan 收敛,且级数
8
ÿ

n“2

npan ´ an´1q收敛,证明级数
8
ÿ

n“1

an 也是收敛的.

6. 证明, 如果级数
8
ÿ

n“1

a2
n 收敛, 则

8
ÿ

n“1

an

n
也收敛. (提示: 用平均值不等式.)

7. 研究级数
8
ÿ

n“1

sinpαn` βq 的敛散性, 其中 α, β 为常数.

8. 设
8
ř

n“1
an 为发散级数, 则

8
ř

n“1
mintan, 1u 也发散.

9. 设 tanu 为一列实数, 在 r1,`8q 上分段定义函数 fpxq 如下: 当 x P rk, k ` 1q

时,令 fpxq “ ak pk “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q. 证明,级数
8
ÿ

n“1

an 收敛的充分必要条件是无穷

积分

ż 8

1

fpxqdx 收敛, 且收敛时有

8
ÿ

n“1

an “

ż 8

1

fpxqdx.
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10. 设级数
8
ÿ

n“1

a2
n 和

8
ÿ

n“1

b2n 均收敛, 证明级数
8
ÿ

n“1

anbn 也收敛, 且

ˇ

ˇ

8
ÿ

n“1

anbn
ˇ

ˇ ď
`

8
ÿ

n“1

a2
n

˘
1
2
`

8
ÿ

n“1

b2n
˘

1
2 .

11. 设 |an| ď bn,
8
ř

n“1
bn 收敛, 则

8
ř

n“1
an 也收敛.

§8.2 正项级数收敛与发散的判别法

如果 an ą 0, 则称
8
ř

n“1
an 为正项级数. 此时, 部分和 Sn “

n
ÿ

k“1

an 关于 n 是单

调递增的. 因此有

(基本判别法)
8
ÿ

n“1

an 收敛 ðñ tSnu 收敛 ðñ tSnu 有上界.

这个判别法对于 an ě 0 的级数当然也成立.

例 8.2.1. 判断
8
ÿ

n“1

1
?
n ¨ pn` 1q

的敛散性.

解. 我们有如下估计

1
?
n ¨ pn` 1q

ă
2

?
np

?
n` 1 `

?
nq ¨

?
n` 1

“ 2 ¨

?
n` 1 ´

?
n

?
n ¨

?
n` 1

“ 2
´ 1

?
n

´
1

?
n` 1

¯

,

从而

Sn “

n
ÿ

k“1

1
?
k ¨ pk ` 1q

ă 2
n
ÿ

k“1

´ 1
?
k

´
1

?
k ` 1

¯

“ 2
´

1 ´
1

?
n` 1

¯

ă 2.

故原级数收敛. �

例 8.2.2. 设 q ą 1 为正整数, 0 ď an ď q ´ 1 p @ n ě 1q, 则级数

8
ÿ

n“1

an

qn

收敛, 其和介于 0 和 1 之间.
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证明. 当 0 ď an ď q ´ 1 时,

0 ď Sn “

n
ÿ

k“1

ak

qk

ď pq ´ 1q

n
ÿ

k“1

1
qk

“ 1 ´ q´n ă 1.

因此级数收敛且和介于 0 与 1 之间. 如果 an 都是整数, 则这个级数的和 S 可记为

Spqq “ 0.a1a2a3 ¨ ¨ ¨ an ¨ ¨ ¨ ,

这也就是 S P r0, 1s 的 q 进制小数表示. q “ 10 时就是常用的 10 进制小数表示.

r0, 1s区间中的数都可以用 q 进制小数来表示,但这种表示不是惟一的,例如在十进

制中

0.999 ¨ ¨ ¨ “

8
ÿ

n“1

9
10n

“ lim
nÑ8

9
10

1 ´ 10´n

1 ´ 10´1
“ 1.

当 q “ 2 时, an 只取 0 或 1. 在应用中, 我们可以用某些物质的特定状态来表示 0

或 1, 因而这些状态的不同组合就可以表示实数 (由于实际上的限制, 一般只能表

示有理数). 由于这个原因, 二进制被广泛地应用于计算机和信息科学. �

定理 8.2.1 (比较判别法). 设
8
ÿ

n“1

an 和
8
ÿ

n“1

bn 为正项级数, 如果存在常数

M ą 0, 使得

an ď Mbn, @ n ě 1. p˚q

则 p1q
8
ř

n“1
bn 收敛时

8
ř

n“1
an 也收敛; p2q

8
ř

n“1
an 发散时

8
ř

n“1
bn 也发散.

证明. 比较两级数的部分和并利用基本判别法即可. �
注. p1q 条件 p˚q 只要对充分大的 n 成立即可.

p2q 条件 p˚q 也可改写为
an

bn
ď M,

M 的存在性通常用求极限的办法得到, 即, 如果

lim
nÑ8

an

bn
“ λ,

则有

(i) 0 ă λ ă `8, 则
8
ř

n“1
an 和

8
ř

n“1
bn 同敛散;

(ii) λ “ 0, 则
8
ř

n“1
bn 收敛时

8
ř

n“1
an 也收敛; λ “ 8, 则

8
ř

n“1
bn 发散时

8
ř

n“1
an 也

发散.
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p3q 另一个求
an

bn
上界的方法是利用单调性, 即如果

an`1

an
ď
bn`1

bn
pðñ

an

bn
单调递减q

则 (i)
8
ř

n“1
bn 收敛时

8
ř

n“1
an 也收敛; (ii)

8
ř

n“1
an 发散时

8
ř

n“1
bn 也发散.

p4q (Cauchy判别法或根值判别法)在定理 8.2.1中取 bn “ qn (q 是固定正数),

得到如下结果:

如果 n 充分大时, n
?
an ď q ă 1, 则

8
ř

n“1
an 收敛;

如果存在无穷多个 n, 使得 n
?
an ě 1, 则

8
ř

n“1
an 发散.

如何寻找 q 呢? 还是求极限比较方便: 设

lim
nÑ8

n
?
an “ λ.

则 λ ă 1 时,
8
ř

n“1
an 收敛; λ ą 1 时, 级数发散 (λ “ 1 时无法判别).

p5q (d’Alembert 判别法或比值判别法) 在 p3q 中取 bn “ qn, 得如下结果:

如果 n 充分大时,
an`1

an
ď q ă 1, 则

8
ř

n“1
an 收敛;

如果
an`1

an
ě 1(对充分大的 n 成立), 则

8
ř

n“1
an 发散.

当然, 还是求极限来寻找 q 比较容易. 如果

lim
nÑ8

an`1

an
“ λ,

则 λ ă 1 时级数收敛, λ ą 1 时发散 (λ “ 1 时无法判别).

例 8.2.3. 判别
8
ř

n“1

“

1
n ´ lnp1 ` 1

n q
‰

的敛散性.

解. 根据 Taylor 展开,

0 ă
1
n

´ ln
`

1 `
1
n

˘

“
1
2

1
n2

` o
` 1
n2

˘

.

因此

lim
nÑ8

” 1
n

´ lnp1 `
1
n

q

ıM 1
n2

“
1
2
,

而
8
ř

n“1

1
n2
收敛, 故原级数收敛. �

例 8.2.4. 设 p P R, 判别级数
8
ř

n“1

`

1 ´
p
n

˘n2

的敛散性.

解. 因为
n
?
an “

`

1 ´
p

n

˘n
Ñ e´p,

故 p ą 0 时原级数收敛; p ă 0 时级数发散. 显然, p “ 0 时级数也发散. �
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例 8.2.5. 设 x ą 0, 判别级数
8
ř

n“1
n!p x

n qn 的敛散性.

解. 因为
an`1

an
“

x

p1 ` 1
n qn

Ñ
x

e
,

故 0 ă x ă e 时级数收敛; x ą e 时级数发散. x “ e 时,

an`1

an
“ e{

`

1 `
1
n

˘n
ě 1,

故此时级数也发散. �
在前面, 我们说明了

8
ř

n“1

1
n
为发散级数,

8
ř

n“1

1
n2
收敛. 对于一般的实数 s P R,

如果判别级数
8
ř

n“1

1
ns
的敛散性? 这个问题可以用下面的办法解决.

定理 8.2.2 (积分判别法). 设 fpxq 是定义在 r1,`8q 上的非负单调递减函数,

记 an “ fpnq pn ě 1q. 则级数
8
ř

n“1
an 的敛散性与广义积分

ż `8

1

fpxqdx 的敛散性相

同.

1 · · · n+ 1

y = f(x)

0

y

x
n

图 8.1 积分判别法

证明. 令

F pxq “

ż x

1

fptqdt, @ x ě 1.

因为 f 为单调递减函数,故当 n ď x ď n`1

时

an`1 “ fpn` 1q ď fpxq ď fpnq “ an,

这说明

an`1 ď

ż n`1

n

fptqdt ď an,

从而有

Sn ď a1 ` F pnq, F pnq ď Sn´1.

其中 Sn “
n
ř

k“1

ak 为级数的部分和. 因为 Sn 及 F pnq 关于 n 都是单调递增的, 二者

同时有界或无界, 即
8
ř

n“1
an 与

ż `8

1

fpxqdx 同敛散. �

例 8.2.6. 设 s P R, 判断级数
8
ř

n“1

1
ns
的敛散性.
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解. s ď 0 时, 一般项 Û 0, 故级数发散. s ą 0 时, 考虑 fpxq “ x´s, f 为非负

单调递减函数, 且

F pxq “

ż x

1

fptqdt “

ż x

1

t´sdt “

$

&

%

lnx, s “ 1,
1

1 ´ s
px1´s ´ 1q, s ‰ 1.

当 0 ă s ď 1 时, F pxq Ñ `8 px Ñ `8q; s ą 1 时, F pxq Ñ
1

s´ 1
px Ñ `8q. 这说

明 s ď 1 时,
8
ř

n“1

1
ns
发散; s ą 1 时

8
ř

n“1

1
ns
收敛.

注. ζpsq “
8
ř

n“1

1
ns
称为 Riemann-Zeta 函数, 这是一个非常重要的函数, 它和

现代数论的关系特别紧密.

例 8.2.7. 判断
8
ř

n“1

1
pn` 1qplnpn` 1qqs

的敛散性, 其中 s P R.

解. 当 s ď 0 时, 级数的一般项大于或等于
1

n` 1
, 而

8
ř

n“1

1
n
发散, 故原级数发

散. 下设 s ą 0. 令

fptq “
1

p1 ` tqplnp1 ` tqqs
,

则 f 为非负单调递减函数, 且

F pxq “

ż x

1

fptqdt “

ż x

1

dt

p1 ` tqplnp1 ` tqqs

“

$

&

%

ln lnp1 ` xq ´ ln ln 2, s “ 1,
1

1 ´ s

“

plnp1 ` xqq1´s ´ pln 2q1´s
‰

, s ‰ 1.

因此 s ď 1 时原级数发散; s ą 1 时原级数收敛. �
现在, 如果在比较判别法中令 bn “

1
ns
或

1
n lnn

等, 就可以由此进一步得到新

的判别法. 不过, 我们来介绍一个相当一般的判别法, 由此出发再得到两个新的判

别法. 以下仍假设 λ 是常数.

定理 8.2.3 (Kummer). 设
8
ř

n“1
an,

8
ř

n“1
bn 为正项级数, 如果 n 充分大时

p1q
1
bn

¨
an

an`1
´

1
bn`1

ě λ ą 0, 则
8
ř

n“1
an 收敛;

p2q
1
bn

¨
an

an`1
´

1
bn`1

ď 0 且
8
ř

n“1
bn 发散, 则

8
ř

n“1
an 发散.

证明. p1q 条件可改写为

an`1 ď
1
λ

´an

bn
´
an`1

bn`1

¯

, @ n ě N.
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这说明当 n ě N 时

Sn`1 ď SN `
1
λ

n
ÿ

k“N

´ak

bk
´
ak`1

bk`1

¯

“ SN `
1
λ

´aN

bN
´
an`1

bn`1

¯

ď SN `
1
λ

aN

bN
,

即 tSnu 有上界, 从而
8
ř

n“1
an 收敛.

p2q 由
1
bn

¨
an

an`1
´

1
bn`1

ď 0

可知
an

bn
ď
an`1

bn`1
,

即 tan

bn
u 关于 n 单调递增, 从而 an ě a1

b1
bn, 因此由

8
ř

n“1
bn 发散知

8
ř

n“1
an 也发散. �

注. p1q 和前面一样, λ 的存在性用极限去判断较容易: 设

lim
nÑ8

´ 1
bn

¨
an

an`1
´

1
bn`1

¯

“ λ,

则 λ ą 0 时
8
ř

n“1
an 收敛; λ ă 0 且

8
ř

n“1
bn 发散时

8
ř

n“1
an 也发散.

p2q 取 bn “ 1, 由 Kummer 判别法就得到了 d’Alembert 判别法.

p3q (Raabe) 取 bn “
1
n

, 则得 (µ 为常数)

(i) n ¨

´ an

an`1
´ 1

¯

ě µ ą 1 时
8
ř

n“1
an 收敛;

(ii) n ¨

´ an

an`1
´ 1

¯

ď 1 时
8
ř

n“1
an 发散.

Raabe 判别法当然也有极限形式 (略).

p4q (Gauss) 取 bn “
1

n lnn
, 则得如下判别法: 假设 (θ 为常数)

p˚q
an

an`1
“ 1 `

θ

n
` o

` 1
n lnn

˘

,

则 θ ą 1 时
8
ř

n“1
an 收敛; θ ď 1 时级数发散.

事实上, 由 Raabe 判别法, 只要考虑 θ “ 1 的情形就可以了, 此时有

lim
nÑ8

´ 1
bn

¨
an

an`1
´

1
bn`1

¯

“ lim
nÑ8

#

n lnn
”

1 `
1
n

` o
` 1
n lnn

˘

ı

´ pn` 1q lnpn` 1q

+

“ lim
nÑ8

pn` 1q ln
n

n` 1
“ ´1 ă 0.
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由于
8
ř

n“1
bn 发散, 故由 Kummer 判别法, 级数

8
ř

n“1
an 发散. �

例 8.2.8. 判别下列级数的敛散性:

p1q

8
ÿ

n“1

n!
pα` 1qpα ` 2q ¨ ¨ ¨ pα` nq

pα ą 0q; p2q

8
ÿ

n“1

ˆ

p2n´ 1q!!
p2nq!!

˙s

¨
1

2n` 1
.

解. p1q 因为

lim
nÑ8

n ¨
` an

an`1
´ 1

˘

“ lim
nÑ8

n ¨
`α ` n` 1

n` 1
´ 1

˘

“ α,

根据 Raabe 判别法, α ą 1 时原级数收敛, α ă 1 时发散. α “ 1 时, an “
1

n` 1
, 此

时原级数也发散.

p2q 因为

an

an`1
“

´2n` 2
2n` 1

¯s 2n` 3
2n` 1

“
`

1 `
1

2n` 1
˘s`1 `

2
2n` 1

˘

“
`

1 `
s

2n` 1
`Op

1
n2

q
˘`

1 `
2

2n` 1
˘

“ 1 `
s` 2
2n` 1

`Op
1
n2

q

“ 1 `
ps` 2q{2

n
`Op

1
n2

q,

根据 Gauss 判别法, 当 s ą 0 时原级数收敛; s ď 0 时原级数发散. �
最后, 我们介绍一个单调递减正项级数的收敛性判别法, 它有时可以用来代替

积分判别法.

例 8.2.9 (Cauchy 凝聚判别法). 设 an 单调递减趋于零. 则
8
ř

n“1
an 收敛当且

仅当
8
ř

k“0

2ka2k 收敛.

证明. 记 Sn “
n
ř

k“1

an, Tn “
n
ř

k“0

2ka2k . 当 2k ď n ă 2k`1 时, 有

Sn ě a1 ` a2 ` pa3 ` a4q ` ¨ ¨ ¨ ` pa2k´1`1 ` ¨ ¨ ¨ ` a2k q

ě a1 ` a2 ` 2a4 ` ¨ ¨ ¨ ` 2k´1a2k

ě
1
2

pa1 ` 2a2 ` ¨ ¨ ¨ ` 2ka2k q

“ Tk{2.

这说明当 Sn 有界时, Tn 也有界, 即
8
ř

n“1
an 收敛时

8
ř

k“0

2ka2k 也收敛. 类似地, 有

Sn ď a1 ` pa2 ` a3q ` ¨ ¨ ¨ ` pa2k ` ¨ ¨ ¨ ` a2k`1´1q

ď a1 ` 2a2 ` ¨ ¨ ¨ ` 2ka2k

“ Tk.
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从而当
8
ř

k“0

2ka2k 收敛时
8
ř

n“1
an 也收敛. �

下面的例子已经用积分判别法讨论过了,我们用 Cauchy凝聚判别法再看一下.

例 8.2.10. 讨论下列级数的敛散性 pp 为实数 q:

8
ÿ

n“1

1
np
,

8
ÿ

n“2

1
nplnnqp

.

解. 显然, 当 p ď 0 时级数都是发散的. 下设 p ą 0. 因为 an “
1
np
单调递减趋

于零, 由 Cauchy 凝聚判别法, 只要考察下面的级数的敛散性:

8
ÿ

k“0

2k 1
2kp

“

8
ÿ

k“0

2kp1´pq,

这是几何级数, 当 21´p ă 1, 即 p ą 1 时收敛; 当 21´p ě 1, 即 p ď 1 时发散.

第二个级数可类似处理, 考察级数

8
ÿ

k“1

2k 1
2kpk ln 2qp

“ pln 2q´p
8
ÿ

k“1

1
kp
,

根据刚才的讨论可知, 当 p ą 1 时级数收敛, 否则级数发散. �
习题 8.2

1. 判断下列级数的敛散性:

p1q

8
ÿ

n“1

1
?
n` n2

; p2q

8
ÿ

n“1

2n sin
π

3n
; p3q

8
ÿ

n“1

`

1 ´ cos
1
n

˘

;

p4q

8
ÿ

n“1

1
n

tan
1
n

; p5q

8
ÿ

n“1

1
?
n3 ` 1

; p6q

8
ÿ

n“1

lnn
np

.

2. 判断下列级数的敛散性:

p1q

8
ÿ

n“2

1
plnnqln n

; p2q

8
ÿ

n“2

1
?
n lnn

; p3q

8
ÿ

n“3

1
plnnqln ln n

.

3. 判断下列级数的敛散性:

p1q

8
ÿ

n“1

1 ¨ 3 ¨ 5 ¨ ¨ ¨ ¨ p2n´ 1q

n!
; p2q

8
ÿ

n“1

n!
nn

;

p3q

8
ÿ

n“1

p n
?
a´ 1qp pa ą 1q; p4q

8
ÿ

n“1

n2

2n
;

p5q

8
ÿ

n“1

`

1 ´ n sin
1
n

˘p; p6q

8
ÿ

n“1

` n

2n` 1
˘n
.
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4. 设正项级数
8
ÿ

n“1

an 收敛, 证明
8
ÿ

n“1

a2
n 也收敛.

5. 设正项级数
8
ÿ

n“1

an 收敛, 证明
8
ÿ

n“1

n` 1
n

an 也收敛.

6. 设 an ą 0, Sn “ a1 ` a2 ` ¨ ¨ ¨ ` an, 证明

p1q 级数
8
ÿ

n“1

an

S2
n

总是收敛的;

p2q 级数
8
ÿ

n“1

an
?
Sn

收敛当且仅当
8
ÿ

n“1

an 收敛.

7. 设正项级数
8
ÿ

n“1

an 发散, 试用积分判别法证明
8
ÿ

n“1

an`1

Sn
也发散, 其中 Sn 为

8
ÿ

n“1

an 的部分和.

8. 判断下列级数的敛散性:

p1q

8
ÿ

n“1

n!en

nn`p
; p2q

8
ÿ

n“1

ppp` 1q ¨ ¨ ¨ pp` n´ 1q

n!
¨

1
nq

pp ą 0, q ą 0q;

p3q

8
ÿ

n“1

p2n´ 1q!!
p2nq!!

; p4q

8
ÿ

n“1

?
n!

pa`
?

1qpa`
?

2q ¨ ¨ ¨ pa`
?
nq

pa ą 0q.

9. 设 an ą 0, Sn “ a1 ` a2 ` ¨ ¨ ¨ ` an, 证明

p1q 当 α ą 1 时, 级数
8
ÿ

n“1

an

Sα
n

总是收敛的;

p2q 当 α ď 1 时, 级数
8
ÿ

n“1

an

Sα
n

收敛当且仅当
8
ÿ

n“1

an 收敛.

10. 设 an ą 0 关于 n 单调递增. 证明级数
8
ÿ

n“1

`

1 ´
an

an`1

˘

收敛当且仅当级数

8
ÿ

n“1

`an`1

an
´ 1

˘

收敛.

11. 设
8
ÿ

n“1

an 为正项级数, 且

an

an`1
“ 1 `

1
n

`
αn

n lnn
.

如果 n 充分大时 αn ě µ ą 1, 则
8
ÿ

n“1

an 收敛; 如果 n 充分大时 αn ď 1, 则

8
ÿ

n“1

an 发散. 这个结果称为 Bertrand 判别法.
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12. 设 an 单调递减趋于零, 级数
8
ř

n“1
an 发散, 则级数

8
ř

n“1
min

␣

an,
1
n

(

也发散.

13. 构造一个收敛的正项级数
8
ÿ

n“1

an, 使得它有无限项满足条件 ank
ě

1
nk

.

14. p˚q 设
8
ÿ

n“1

an 为收敛的正项级数, 则存在另一收敛的正项级数
8
ÿ

n“1

bn, 使得

lim
nÑ8

bn
an

“ `8.

15. p˚q 设
8
ÿ

n“1

an 为发散的正项级数, 则存在另一发散的正项级数
8
ÿ

n“1

bn, 使得

lim
nÑ8

bn
an

“ 0.

16. 设
8
ř

n“1
an 为收敛的正项级数, 证明

8
ř

n“1

1
n

pan ` an`1 ` ¨ ¨ ¨ ` a2nq 也收敛.

17. p˚q 设 an ą 0,
8
ÿ

n“1

1
an
收敛. 证明级数

8
ÿ

n“1

n

a1 ` a2 ` ¨ ¨ ¨ ` an
也收敛.
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在第五章中, 利用 Taylor 公式我们曾得到如下等式:

π

4
“ 1 ´

1
3

`
1
5

´
1
7

` ¨ ¨ ¨ “

8
ÿ

n“1

p´1qn´1 1
2n´ 1

,

ln 2 “ 1 ´
1
2

`
1
3

´
1
4

` ¨ ¨ ¨ “

8
ÿ

n“1

p´1qn´1 1
n
.

上面两个级数的特点是正负项交替出现, 我们将这样的级数称为交错级数.

定理 8.3.1 (Leibniz). 设 an 单调递减趋于 0, 则级数
8
ř

n“1
p´1qn´1an 收敛.

证明. 我们利用 Cauchy 准则来证明. 考虑 Sn`p ´ Sn:

Sn`p ´ Sn “ p´1qn ¨ an`1 ` p´1qn`1an`2 ` ¨ ¨ ¨ ` p´1qn`p´1an`p

“ p´1qnran`1 ´ an`2 ` an`3 ´ an`4 ` ¨ ¨ ¨ ` p´1qp´1an`ps.

因此当 p “ 2k ´ 1 时,

p´1qnpSn`p ´ Snq “ an`1 ´ pan`2 ´ an`3q ´ pan`4 ´ an`5q ´ ¨ ¨ ¨ ď an`1,

p´1qnpSn`p ´ Snq “ pan`1 ´ an`2q ` pan`3 ´ an`4q ` ¨ ¨ ¨ ` an`2k´1

ě 0,
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这说明

p˚q |Sn`p ´ Sn| ď an`1 Ñ 0 pn Ñ 8q.

当 p “ 2k 时, 类似地可证上式仍成立. 因此原级数收敛. �
注. 在 p˚q 中令 p Ñ 8 得

|S ´ Sn| ď an`1,

其中 S “
8
ř

n“1
p´1qn´1an 为级数的和, 这是交错级数的误差估计.

例 8.3.1. 级数
8
ř

n“1
p´1qn´1 1

?
n
收敛.

证明. 这是因为
1

?
n
单调减趋于零, 由 Leibniz 判别法即知级数收敛. �

为了得到更一般的结果, 我们需要一个分部求和的技巧, 这个技巧其实在第六

章第二节 (第二积分中值定理) 中已经用过了.

引理 8.3.2 (分部求和). 设 taku, tbku 为数列, 则

n´1
ÿ

k“m

ak`1pbk`1 ´ bkq `

n´1
ÿ

k“m

bkpak`1 ´ akq “ anbn ´ ambm.

证明. 将欲证左式两项合并, 然后利用裂项相消法即可:

n´1
ÿ

k“m

ak`1pbk`1 ´ bkq `

n´1
ÿ

k“m

bkpak`1 ´ akq

“

n´1
ÿ

k“m

rak`1bk`1 ´ ak`1bk ` bkak`1 ´ bkaks

“

n´1
ÿ

k“m

pak`1bk`1 ´ akbkq

“ anbn ´ ambm.

引理证毕. �

例 8.3.2. 分部求和公式的简单应用.

如果取 ak “ bk “ k, 代入分部求和公式, 得

n´1
ÿ

k“0

pk ` 1q `

n´1
ÿ

k“0

k “ n2 ´ 0,

即

2
n
ÿ

k“1

k “ n2 ` n,
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这就得到公式

1 ` 2 ` ¨ ¨ ¨ ` n “
1
2
npn` 1q.

类似地, 如果令 ak “ k2, bk “ k 代入, 则得
n´1
ÿ

k“0

pk ` 1q2 `

n´1
ÿ

k“0

kp2k ` 1q “ n3,

整理以后就得到公式

12 ` 22 ` ¨ ¨ ¨ ` n2 “
1
6
npn` 1qp2n` 1q.

读者可以用这个办法继续求和. �
如果约定 b0 “ 0, 记

B0 “ 0, Bk “ b1 ` b2 ` ¨ ¨ ¨ ` bk pk ě 1q,

并用 Bk 代替上述分部求和公式中的 bk, 则得到

推论 8.3.3 (Abel 变换). 设 ai, bi pi ě 1q 为两组实数, 则有

n
ÿ

i“m`1

aibi “

n´1
ÿ

i“m`1

pai ´ ai`1qBi ` anBn ´ am`1Bm, @ m ě 0. (8.1)

证明. 这可由分部求和公式得到, 也可直接计算如下
n
ÿ

i“m`1

aibi “

n
ÿ

i“m`1

aipBi ´Bi´1q “

n
ÿ

i“m`1

aiBi ´

n
ÿ

i“m`1

aiBi´1

“

n
ÿ

i“m`1

aiBi ´

n´1
ÿ

i“m

ai`1Bi

“

n´1
ÿ

i“m`1

pai ´ ai`1qBi ` anBn ´ am`1Bm.

推论 8.3.4 (Abel引理). 设 a1, a2, ¨ ¨ ¨ , an 为单调数列, 且 |Bi| ď M pi ě 1q,

则
ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

i“m`1

aibi

ˇ

ˇ

ˇ
ď 2Mp|an| ` |am`1|q, @ m ě 0.

证明. 由 (8.1) 得

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

i“m`1

aibi

ˇ

ˇ

ˇ
ď M

n´1
ÿ

i“m`1

|ai ´ ai`1| `Mp|an| ` |am`1|q

“ M
ˇ

ˇ

ˇ

n´1
ÿ

i“m`1

pai ´ ai`1q

ˇ

ˇ

ˇ
`Mp|an| ` |am`1|q

“ M |am`1 ´ an| `Mp|an| ` |am`1|q

ď 2Mp|am`1| ` |an|q.
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其中, 在第一个等号处我们用到了 taiu 的单调性. �

定理 8.3.5 (Dirichlet). 设数列 tanu 单调趋于 0, 级数
8
ř

n“1
bn 的部分和有界,

则级数
8
ř

n“1
anbn 收敛.

证明. 由假设, 存在 M ą 0 使得
ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

i“1

bi

ˇ

ˇ

ˇ
ď M, @ n ě 1.

由 Abel 变换及其推论,

ˇ

ˇ

ˇ

n`p
ÿ

i“n`1

aibi

ˇ

ˇ

ˇ
ď 2Mp|an`1| ` |an`p|q ď 4M |an`1| Ñ 0.

由 Cauchy 准则知级数
8
ř

n“1
anbn 收敛. �

注. 如果在 r1,`8q 上分段地定义函数 fpxq, gpxq 如下: 当 x P rk, k ` 1q 时, 令

fpxq “ ak, gpxq “ bk pk “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q. 则 fpxq 和 gpxq 满足第七章第三节关于广义

积分的 Dirichlet定理的条件,因而 fpxqgpxq在 r1,`8q上的广义积分收敛,即级数
8
ř

n“1
anbn 收敛. 这说明数项级数的 Dirichlet 定理可以看成广义积分的 Dirichlet 定

理的推论. 下面的 Abel 定理也是如此.

定理 8.3.6 (Abel). 如果 tanu 为单调有界数列,
8
ř

n“1
bn 收敛, 则级数

8
ř

n“1
anbn

收敛.

证明. tanu 单调有界意味着极限 lim
nÑ8

an “ a 存在. 于是 tan ´ au 单调趋于 0.

由 Dirichlet 判别法,
8
ř

n“1
pan ´ aqbn 收敛. 从而级数

8
ÿ

n“1

anbn “

8
ÿ

n“1

pan ´ aqbn `

8
ÿ

n“1

a ¨ bn

也收敛. �

例 8.3.3. 判断级数
8
ř

n“1

1
n

sinnx 的敛散性.

解. an “
1
n
单调递减趋于 0, bn “ sinnx. 利用公式

2 sin
x

2
¨ sin kx “ cospk ´

1
2

qx´ cospk `
1
2

qx

得
n
ÿ

k“1

bn “

$

&

%

0, x “ 2kπ,
`

cos
x

2
´ cospn`

1
2

qx
˘L

2 sin
x

2
, x ‰ 2kπ.

即 bn 的部分和总是有界的. 故由 Dirichlet 判别法知, 原级数收敛. �
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例 8.3.4. 设级数
8
ř

n“1
nan 收敛, 证明

8
ř

n“1
an 也收敛.

证明. 记 an “
1
n

¨ pnanq,而
1
n
单调趋于 0,

8
ř

n“1
nan 收敛,故由 Abel判别法,级

数
8
ř

n“1
an 收敛. �

对于更一般的级数,没有普适的判别法,但有时可以转化为正项级数予以处理.

定义 8.3.1 (绝对收敛). 如果
8
ř

n“1
|an| 收敛, 则称

8
ř

n“1
an 绝对收敛 p 此时, 由

于

|an`1 ` ¨ ¨ ¨ ` an`p| ď |an`1| ` ¨ ¨ ¨ ` |an`p| Ñ 0,

故
8
ř

n“1
an 的确为收敛级数 q.

如果
8
ř

n“1
an 收敛而

8
ř

n“1
|an| 发散, 则称

8
ř

n“1
an 条件收敛.

例 8.3.5. 判断级数
8
ř

n“1
p´1qn´1x

n

n
px P Rq 的敛散性.

解. 令 an “
|x|n

n
, 则 n

?
an Ñ |x|. 故 |x| ă 1 时原级数绝对收敛; 而 |x| ą 1 时

显然发散. x “ 1 时级数条件收敛; x “ ´1 时级数发散. �
习题 8.3

1. 判断下列级数的敛散性:

p1q

8
ÿ

n“1

p´1qn 1
n´ lnn

; p2q

8
ÿ

n“1

ln
`

1 ´
p´1qn

?
n

˘

;

p3q

8
ÿ

n“2

sinn
lnn

; p4q

8
ÿ

n“1

p´1qnn` 1
n

1
?
n

;

p5q

8
ÿ

n“1

sinpπ
a

n2 ` 1q; p6q

8
ÿ

n“1

p´1qn
` 1

?
n

`
1

lnn
˘

.

2. 在分部求和公式中令 ak “ k3, bk “ k, 求
n
ÿ

k“1

k3 的表达式.

3. 在 Abel 引理的条件下, 证明

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

i“1

aibi

ˇ

ˇ

ˇ
ď Mp|a1| ` 2|an|q.

4. 在 Abel 引理的条件下, 当 taiu 非负单调递减时, 证明

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

i“1

aibi

ˇ

ˇ

ˇ
ď Ma1.
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5. 判断下列级数的敛散性, 如果收敛的话是条件收敛还是绝对收敛:

p1q

8
ÿ

n“1

sinpnxq

n!
; p2q

8
ÿ

n“1

p´1qn lnn
?
n

;

p3q

8
ÿ

n“1

p´1qn´1
`

1 ´ cos
π

?
n

˘

; p4q

8
ÿ

n“1

sinpπ
a

n2 ` x2q;

p5q

8
ÿ

n“1

p´1qnp n
?
n´ 1q; p6q

8
ÿ

n“1

p´1qn´1

nx` 1
n

, x P R.

6. 设
8
ÿ

n“1

an 绝对收敛, tbnu 为有界数列, 则
8
ÿ

n“1

anbn 也是绝对收敛的.

7. p˚q 如果
8
ÿ

n“1

an 收敛, 则
8
ÿ

n“1

a3
n 是否也收敛 ? 证明你的结论.

8. 设级数
8
ÿ

n“1

|an`1 ´ an| 收敛且 an 极限为零, 级数
8
ÿ

n“1

bn 的部分和有界, 则级

数
8
ÿ

n“1

anbn 收敛. (提示: Abel 求和.)

9. 设级数
8
ÿ

n“1

|an`1 ´ an| 收敛, 级数
8
ÿ

n“1

bn 收敛, 则级数
8
ÿ

n“1

anbn 也收敛.

10. 设 tanu 单调递减趋于零. 证明下面的级数是收敛的:

8
ÿ

n“1

p´1qn a1 ` a2 ` ¨ ¨ ¨ ` an

n
.

11. 设
8
ÿ

n“1

an 收敛, 证明

lim
nÑ8

a1 ` 2a2 ` ¨ ¨ ¨ ` nan

n
“ 0.

12. p˚q 设 an ą 0, nan 单调趋于 0,
8
ÿ

n“1

an 收敛. 证明 n lnn ¨ an Ñ 0.

13. 设 an ď bn ď cn pn ě 1q. 如果
8
ÿ

n“1

an 和
8
ÿ

n“1

cn 均收敛, 则
8
ÿ

n“1

bn 也收敛.

§8.4 数项级数的进一步讨论

� 本节内容可以作为选读材料.
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§8.4.1 级数求和与求极限的可交换性

我们可以把级数的和看成是其部分和的极限, 也就是一个数列极限. 现在我们

考虑这样的问题: 如果有一列数项级数, 它们的和就是一列数, 这一列数的极限有

何性质? 为此, 我们考虑依赖于指标 i, j pi, j “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q 的实数 aij .

定义 8.4.1 (级数的一致收敛). 一列收敛级数
8
ř

j“1

aij “ Ai 关于 i 一致收敛是

指, 任给 ε ą 0, 存在 N , 当 n ą N 时,

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

j“1

aij ´Ai

ˇ

ˇ

ˇ
ă ε, @ i ě 1. (8.2)

定理 8.4.1. 设一列级数
8
ř

j“1

aij “ Ai 关于 i 一致收敛, 如果 lim
iÑ8

aij “ aj

pj ě 1q, 则极限 lim
iÑ8

Ai 存在, 级数
8
ř

j“1

aj 收敛, 且

lim
iÑ8

Ai “

8
ÿ

j“1

aj ,

或改写为

lim
iÑ8

8
ÿ

j“1

aij “

8
ÿ

j“1

lim
iÑ8

aij .

证明. 由一致收敛的定义, 任给 ε ą 0, 存在 N0, 当 n ě N0 时,

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

j“1

aij ´Ai

ˇ

ˇ

ˇ
ă

1
4
ε, @ i ě 1.

因此, 当 m ą n ě N0 时

ˇ

ˇ

ˇ

m
ÿ

j“n`1

aij

ˇ

ˇ

ˇ
ď

ˇ

ˇ

ˇ

m
ÿ

j“1

aij ´Ai

ˇ

ˇ

ˇ
`

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

j“1

aij ´Ai

ˇ

ˇ

ˇ
ă

1
2
ε, @ i ě 1.

在上式中令 i Ñ 8, 得
ˇ

ˇ

ˇ

m
ÿ

j“n`1

aj

ˇ

ˇ

ˇ
ď

1
2
ε,

由 Cauchy 准则即知级数
8
ÿ

j“1

aj 收敛, 且在上式中令 m Ñ 8 可得

ˇ

ˇ

ˇ

8
ÿ

j“n`1

aj

ˇ

ˇ

ˇ
ď

1
2
ε, @ n ě N0.

对于 j “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , N0, 因为 aij Ñ aj , 故存在 N , 当 i ą N 时,

|aij ´ aj | ă
ε

4N0
, j “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , N0.
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因此, 当 i ą N 时, 有

ˇ

ˇ

ˇ
Ai ´

8
ÿ

i“1

aj

ˇ

ˇ

ˇ
ď

ˇ

ˇ

ˇ
Ai ´

N0
ÿ

j“1

aij

ˇ

ˇ

ˇ
`

ˇ

ˇ

ˇ

N0
ÿ

j“1

aij ´

N0
ÿ

j“1

aj

ˇ

ˇ

ˇ
`

ˇ

ˇ

ˇ

8
ÿ

j“N0`1

aj

ˇ

ˇ

ˇ

ă
1
4
ε`N0

ε

4N0
`

1
2
ε “ ε.

这说明 tAiu 的极限存在且极限为
8
ř

j“1

aj . �

注. 这个结果给出了求极限与求和这两个运算可交换次序的一个充分条件.

推论 8.4.2. 设 lim
iÑ8

aij “ aj pj ě 1q, |aij | ď bj pi ě 1q, 且
8
ř

j“1

bj 收敛, 则级数

8
ř

j“1

aj 收敛, 且

8
ÿ

j“1

aj “

8
ÿ

j“1

lim
iÑ8

aij “ lim
iÑ8

8
ÿ

j“1

aij .

证明. 由 aij Ñ aj , 且 |aij | ď bj 知 |aj | ď bj , j “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ . 因为级数
8
ř

j“1

bj 收

敛, 故级数
8
ř

j“1

aj 绝对收敛. 任给 ε ą 0, 存在 N , 当 n ą N 时,

0 ď

8
ÿ

j“n`1

bj ă ε.

此时, 对任意 i ě 1, 有
ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

j“1

aij ´

8
ÿ

j“1

aij

ˇ

ˇ

ˇ
“

ˇ

ˇ

ˇ

8
ÿ

j“n`1

aij

ˇ

ˇ

ˇ
ď

8
ÿ

j“n`1

bj ă ε,

从而级数
8
ř

j“1

aij 关于 i 是一致收敛的. 由上一定理知本推论结论成立. �

注. 这个结果可以称为级数和的控制收敛定理,
8
ř

j“1

bj 称为控制级数.

推论 8.4.3. 设
8
ř

i“1

|aij | ď Aj pj ě 1q, 且
8
ř

j“1

Aj 收敛, 则对任意 i ě 1, 级数

8
ř

j“1

aij 收敛, 且

8
ÿ

i“1

8
ÿ

j“1

aij “

8
ÿ

j“1

8
ÿ

i“1

aij .

证明. 首先, 由题设知, |aij | ď Aj , j “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ . 这说明, 对任意 i ě 1, 级数
8
ř

j“1

aij 是绝对收敛的. 因为

ˇ

ˇ

ˇ

k
ÿ

i“1

aij

ˇ

ˇ

ˇ
ď

k
ÿ

i“1

|aij | ď Aj , j ě 1.
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故由上一推论, 有

8
ÿ

i“1

8
ÿ

j“1

aij “ lim
kÑ8

k
ÿ

i“1

8
ÿ

j“1

aij

“ lim
kÑ8

8
ÿ

j“1

k
ÿ

i“1

aij

“

8
ÿ

j“1

lim
kÑ8

k
ÿ

i“1

aij

“

8
ÿ

j“1

8
ÿ

i“1

aij .

这就证明了本推论. �

注. 这个推论给出了两个无穷求和运算可交换次序的一个充分条件.

例 8.4.1. 设
8
ÿ

n“2

|an| 收敛, 记 fpxq “
8
ř

n“2
anx

n, x P r´1, 1s. 则

8
ÿ

n“1

fp
1
n

q “

8
ÿ

n“2

anζpnq,

其中 ζpsq 是 Riemann-Zeta 函数.

证明. 因为
8
ÿ

n“2

|an|

mn
ď

1
m2

8
ÿ

n“2

|an|, @ m ě 1,

而级数
8
ř

m“1
m´2 收敛, 由推论 8.4.3 得

8
ÿ

n“2

8
ÿ

m“1

an

mn
“

8
ÿ

m“1

8
ÿ

n“2

an

mn
,

即

8
ÿ

n“2

anζpnq “

8
ÿ

m“1

fp
1
m

q.

利用这个例子, 我们可以给出 ln 2 的两个不同的级数表示. 首先, 由

lim
nÑ8

ż 1

0

xn

1 ` x
dx “ 0
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得

ln 2 “

ż 1

0

1
1 ` x

dx “ lim
nÑ8

ż 1

0

1 ` p´1qnxn`1

1 ` x
dx

“ lim
nÑ8

ż 1

0

n
ÿ

k“0

p´xqkdx

“ lim
nÑ8

n
ÿ

k“0

ż 1

0

p´xqkdx

“

8
ÿ

k“0

p´1qk

k ` 1
.

上式也可以改写为

ln 2 “

8
ÿ

n“1

` 1
2n´ 1

´
1
2n

˘

“

8
ÿ

n“1

1
2np2n´ 1q

,

如果考虑函数

fpxq “

8
ÿ

n“2

1
2n
xn “

x2

2p2 ´ xq
,

则
8
ÿ

n“1

fp
1
n

q “

8
ÿ

n“1

n´2

2p2 ´ n´1q
“ ln 2.

因此, 根据刚才的例子, 有

ln 2 “

8
ÿ

n“2

1
2n
ζpnq,

这就是 ln 2 的另一个级数表示, 它的好处是收敛速度较快. �

§8.4.2 级数的乘积

我们在前面考虑了收敛级数的线性运算性质,现在我们考虑级数的乘法运算性

质. 对于有限个数的和的乘积, 显然有

pa0 ` a1 ` ¨ ¨ ¨ ` amqpb0 ` b1 ` ¨ ¨ ¨ ` bnq “

m`n
ÿ

k“0

ÿ

i`j“k

aibj .

对于无穷级数, 我们作如下推广: 设
8
ÿ

n“0

an 和
8
ÿ

n“0

bn 为两个级数, 定义它们的乘积

为级数
8
ÿ

n“0

cn, 其中

cn “
ÿ

i`j“n

aibj , n ě 0.

这种乘积也称为级数的 Cauchy 乘积.
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定理 8.4.4 (Cauchy). 如果
8
ÿ

n“0

an 和
8
ÿ

n“0

bn 绝对收敛, 则它们的乘积级数也

绝对收敛, 且
8
ÿ

n“0

cn “
`

8
ÿ

n“0

an

˘`

8
ÿ

n“0

bn
˘

.

证明. 这个定理的证明留作习题. �
注. 在定理的条件下不难看出, 将 taibju 任意排列次序, 得到的级数仍 (绝对)

收敛, 且其和不变.

我们现在将 Cauchy 定理的条件减弱, 这时下面的结果仍然成立.

定理 8.4.5 (Mertens). 如果
8
ÿ

n“0

an 和
8
ÿ

n“0

bn 收敛, 且至少其中一个级数绝对

收敛, 则它们的乘积级数也收敛, 且

8
ÿ

n“0

cn “
`

8
ÿ

n“0

an

˘`

8
ÿ

n“0

bn
˘

.

证明. 不妨设
8
ř

n“0
an 绝对收敛. 分别记

An “

n
ÿ

k“0

ak, Bn “

n
ÿ

k“0

bk, Cn “

n
ÿ

k“0

ck.

则 An Ñ A, Bn Ñ B, 而

Cn “
ÿ

i`jďn

aibj “ a0Bn ` a1Bn´1 ` ¨ ¨ ¨ ` anB0 “ AnB ` δn,

其中

δn “ a0pBn ´Bq ` a1pBn´1 ´Bq ` ¨ ¨ ¨ ` anpB0 ´Bq.

我们只要证明 δn Ñ 0 即可. 因为 Bn Ñ B, 故 tBnu 关于 n 有界, 从而存在 K, 使

得

|Bn ´B| ď K, @ n ě 0.

由于
8
ř

n“0
an 绝对收敛, 故任给 ε ą 0, 存在 N0, 当 n ą N0 时

|aN0`1| ` ¨ ¨ ¨ ` |an| ă
ε

2K ` 1
.

记 L “ |a0| ` |a1| ` ¨ ¨ ¨ ` |aN0 |. 由于 Bn ´B Ñ 0, 故存在 N1, 当 n ą N1 时

|Bn ´B| ă
ε

2L` 1
.
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从而当 n ą N0 `N1 时, 有

|δn| ď

N0
ÿ

k“0

|ak||Bn´k ´B| ` p|aN0`1| ` ¨ ¨ ¨ ` |an|qK

ď
ε

2L` 1
p|a0| ` |a1| ` ¨ ¨ ¨ ` |aN0 |q `

ε

2K ` 1
K

“
ε

2L` 1
L`

ε

2K ` 1
K

ă ε.

这说明 δn Ñ 0, 因而 Cn “ AnB ` δn Ñ AB. �
注. 定理中的绝对收敛的条件不能去掉, 反例就是将 an 和 bn 均取为交错级数

p´1qn´1 1
?
n

,此时所得乘积级数是发散的. 但是,如果乘积级数仍然收敛,则其和等

于两个级数和的乘积. 为了说明这一点, 需要下面的引理.

引理 8.4.6 (Abel). 设级数
8
ř

n“0
cn “ C 收敛, 令

fpxq “

8
ÿ

n“0

cnx
n, x P r0, 1q,

则 lim
xÑ1´

fpxq “ C.

证明. 级数收敛表明 tcnu 有界, 因此当 x P r0, 1q 时,
8
ř

n“0
cnx

n 绝对收敛. 记

C´1 “ 0, Cn “

n
ÿ

k“0

ck, n ě 0.

则有
n
ÿ

k“0

ckx
k “

n
ÿ

k“0

pCk ´ Ck´1qxk

“

n
ÿ

k“0

Ckx
k ´ x

n´1
ÿ

k“0

Ckx
k

“ Cnx
n ` p1 ´ xq

n´1
ÿ

k“0

Ckx
k

“ Cnx
n ` Cp1 ´ xnq ` p1 ´ xq

n´1
ÿ

k“0

pCk ´ Cqxk.

在上式中令 n Ñ 8 就得到

fpxq “ C ` p1 ´ xq

8
ÿ

k“0

pCk ´ Cqxk.
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因为 Ck ´ C Ñ 0, 故任给 ε ą 0, 存在 N , 当 k ą N 时

|Ck ´ C| ă
1
2
ε.

令 M “
N
ř

k“0

|Ck ´ C|, 则有估计

|fpxq ´ C| ď Mp1 ´ xq ` p1 ´ xq
ÿ

k“N`1

1
2
εxk ď Mp1 ´ xq `

1
2
ε.

因此, 当 0 ă 1 ´ x ă
ε

2M ` 1
时,

|fpxq ´ C| ď M
ε

2M ` 1
`

1
2
ε ă ε.

这说明 lim
xÑ1´

fpxq “ C. �

定理 8.4.7 (Abel). 设级数
8
ř

n“0
an,

8
ř

n“0
bn 以及它们的乘积

8
ř

n“0
cn 均收敛, 则

8
ÿ

n“0

cn “
`

8
ÿ

n“0

an

˘`

8
ÿ

n“0

bn
˘

.

证明. 当 x P r0, 1q时,级数
8
ř

n“0
anx

n 和
8
ř

n“0
bnx

n 绝对收敛,它们的乘积级数为
8
ř

n“0
cnx

n. 根据 Cauchy 定理, 有

8
ÿ

n“0

cnx
n “

`

8
ÿ

n“0

anx
n
˘`

8
ÿ

n“0

bnx
n
˘

.

令 x Ñ 1´, 由上述 Abel 引理即得欲证结论. �

例 8.4.2. ln 2 的级数展开的乘积.

我们已经得到 ln 2 的如下展开

ln 2 “

8
ÿ

n“0

p´1qn

n` 1
,

因此其 Cauchy 乘积为

8
ÿ

n“0

p´1qn
ÿ

i`j“n

1
pi` 1qpj ` 1q

“

8
ÿ

n“0

p´1qn 1
n` 2

ÿ

i`j“n

` 1
i` 1

`
1

j ` 1
˘

“

8
ÿ

n“0

p´1qn 2
n` 2

`

1 `
1
2

` ¨ ¨ ¨ `
1

n` 1
˘

“

8
ÿ

n“1

2p´1qn´1

n` 1
`

1 `
1
2

` ¨ ¨ ¨ `
1
n

˘

.
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不难验证数列 cn “
1

n` 1
`

1 `
1
2

` ¨ ¨ ¨ `
1
n

˘

单调递减趋于零, 因此上述乘积级

数收敛, 从而得到了下面的等式

1
2

pln 2q2 “

8
ÿ

n“1

p´1qn´1

n` 1
`

1 `
1
2

` ¨ ¨ ¨ `
1
n

˘

.

例 8.4.3. 指数函数 ex 的级数定义.

假设我们事先不知道指数函数的级数展开, 先定义函数

fpxq “

8
ÿ

n“0

xn

n!
, x P R.

则 fp0q “ 1, 且

fpxqfpyq “

8
ÿ

n“0

ÿ

i`j“n

xi

i!
yj

j!
,

利用二项式展开, 有

ÿ

i`j“n

xi

i!
yj

j!
“

1
n!

n
ÿ

i“0

Ci
nx

iyn´i “
px` yqn

n!
,

代入前式就得

fpxqfpyq “ fpx` yq, x, y P R.

这个连续函数的方程的解必形如 fpxq “ ax, 而 a “ fp1q “ e. 即我们用级数定义了

指数函数 ex.

三角函数 sinx 和 cosx 也可以这么定义. �

§8.4.3 乘积级数

我们将级数定义中的加法运算改为乘积运算, 就可以得到一种新的级数, 它们

的性质与加法级数的性质十分类似. 为此, 设

p1, p2, ¨ ¨ ¨ , pn, ¨ ¨ ¨

是一列实数, 我们将形式积

8
ź

n“1

pn “ p1 ¨ p2 ¨ ¨ ¨ pn ¨ ¨ ¨

称为无穷乘积. 记

Pn “

n
ź

k“1

pk, n ě 1
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称为部分乘积.如果数列 tPnu的极限存在,且极限为有限或为正无穷,或为负无穷,

则此极限称为无穷乘积的值, 记为

8
ź

n“1

pn “ lim
nÑ8

Pn.

当极限为有限且非零时, 称无穷乘积是收敛的, 否则就称它是发散的.

如果某个 pn 为零, 则显然无穷乘积为零. 下面我们假设 pn 均为非零实数. 设

无穷乘积
8
ź

n“1

pn 收敛, 则

lim
nÑ8

pn “ lim
nÑ8

Pn

Pn´1
“ P {P “ 1,

特别地, 当 n 充分大时, 必有 pn ą 0. 因为去掉有限项后不影响敛散性, 因此下面

进一步假设 pn ą 0, @ n ě 1.

由于

Pn “

n
ź

k“1

pk “ e

n
ř

k“1
ln pk

,

因此, 我们可以将无穷乘积化为无穷级数加以讨论, 我们有

命题 8.4.8. 设 pn ą 0, @ n ě 1. 则

p1q 无穷乘积
8
ź

n“1

pn 收敛当且仅当级数
8
ř

n“1
ln pn 收敛, 且

8
ź

n“1

pn “ e

8
ř

n“1
ln pn

;

p2q 记 pn “ 1 ` an. 如果 n 充分大时 an ą 0 p 或 an ă 0 q, 则无穷乘积
8
ź

n“1

pn

收敛当且仅当级数
8
ř

n“1
an 收敛;

p3q 如果级数
8
ř

n“1
an 和

8
ř

n“1
a2

n 均收敛, 则无穷乘积
8
ź

n“1

p1 ` anq 也收敛.

证明. p1q 是显然的. p2q 只要利用

lim
nÑ8

lnp1 ` anq

an
“ 1

以及数项级数的比较判别法即可. p3q 则是利用 (an 不为零时)

lim
nÑ8

ran ´ lnp1 ` anqs

a2
n

“
1
2

以及 p1q. �
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例 8.4.4. Wallis 公式的乘积表示.

我们在第六章第三节中得到了如下 Wallis 公式

π

2
“ lim

nÑ8

”

p2nq!!
p2n´ 1q!!

ı2 1
2n` 1

,

它可以改写为
π

2
“

8
ź

n“1

´ 2n
2n´ 1

¨
2n

2n` 1

¯

,

或
π

4
“

8
ź

n“1

2np2n` 2q

p2n` 1q2
.

例 8.4.5. Riemann-Zeta 函数的乘积表示.

设 tpnu 为素数全体, 则由

1
1 ´ p´s

n
“ 1 `

1
ps

n

`
1
p2s

n

` ¨ ¨ ¨ `
1
pms

n

` ¨ ¨ ¨

以及整数的因子分解定理不难看到

p1 ´ 2´sq´1p1 ´ 3´sq´1 ¨ ¨ ¨ p1 ´ p´s
n q´1 ¨ ¨ ¨ “ 1 `

1
2s

`
1
3s

` ¨ ¨ ¨ `
1
ns

` ¨ ¨ ¨

即

ζpsq “

8
ź

n“1

´

1 ´
1
ps

n

¯´1

.

例 8.4.6. 双曲正弦函数 sinhx 的乘积表示.

按照定义, 有

ex “
ex ´ e´x

2
`
ex ` e´x

2
“ sinhx` coshx,

因此

ep2n`1qx “ psinhx` coshxq2n`1 “

2n`1
ÿ

k“0

Ck
2n`1pcoshxqkpsinhxq2n`1´k

“

n
ÿ

l“0

C2l
2n`1pcoshxq2lpsinhxq2n`1´2l `

n
ÿ

l“0

C2l`1
2n`1pcoshxq2l`1psinhxq2n´2l,

利用等式 cosh2 x´ sinh2 x “ 1 并考虑函数的奇偶分解, 我们就得到等式

sinhp2n` 1qx “ sinhx
n
ÿ

l“0

C2l
2n`1psinh2 x` 1qlpsinh2 xqn´l.
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同理, 如果利用 e
?

´1x “ cosx`
?

´1 sinx 将可得到

sinp2n` 1qx “ sinx
n
ÿ

l“0

C2l
2n`1p1 ´ sin2 xqlp´ sin2 xqn´l.

由此可知, 多项式 P pyq “
n
ř

l“0

C2l
2n`1py ` 1qlyn´l 具有下列根

´ sin2
` kπ

2n` 1
˘

, k “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n.

这也是 P pyq 的所有不同的根, 因此

P pyq “ C
n
ź

k“1

`

y ` sin2 kπ

2n` 1
˘

,

其中

C “

n
ÿ

l“0

C2l
2n`1 “

n
ÿ

l“0

C2n`1´2l
2n`1 “

1
2

2n`1
ÿ

k“0

Ck
2n`1 “ 22n,

进而通过比较常数项还可以得到等式

2n` 1 “ 22n
n
ź

k“1

sin2 kπ

2n` 1
.

总结一下, 我们有

sinhp2n` 1qx “ 22n sinhx
n
ź

k“1

`

sinh2 x` sin2 kπ

2n` 1
˘

,

或改写为

sinhx “ p2n` 1q sinh
x

2n` 1

n
ź

k“1

´ sinh2 x
2n`1

sin2 kπ
2n`1

` 1
¯

,

在上式中令 n Ñ 8, 得

sinhx “ x
8
ź

n“1

´ x2

n2π2
` 1

¯

, @ x P R. (8.3)

类似地可以得到

coshx “

8
ź

k“1

” x2

p2k´1
2 πq2

` 1
ı

, @ x P R. (8.4)

§8.4.4 级数的重排

现在我们讨论将级数的各个项重新排列次序后得到的新的级数的收敛和发散

性质. 首先, 如果
8
ř

n“1
an 为正项级数, 则由基本判别法不难看出, 将它的各项重新
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排列后不会影响其敛散性,如果收敛的话重排也不改变级数的和.对于一般的级数,

如果
8
ř

n“1
an 绝对收敛, 则重排后的级数也绝对收敛, 且其和不变. 这可以从等式

an “
an ` |an|

2
´

|an| ´ an

2
“ a`

n ´ a´
n

以及正项级数
8
ř

n“1
a`

n ,
8
ř

n“1
a´

n 的收敛性推出.

如果
8
ř

n“1
an 条件收敛, 则级数重排后即使收敛, 它的和也可能变化.

例 8.4.7. ln 2 的级数表示的重排.

将级数

ln 2 “ 1 ´
1
2

`
1
3

´
1
4

`
1
5

´
1
6

` ¨ ¨ ¨

重排为
`

1 ´
1
2

´
1
4
˘

`
`1
3

´
1
6

´
1
8
˘

`
`1
5

´
1
10

´
1
12

˘

` ¨ ¨ ¨ ,

则它的和为
`1
2

´
1
4
˘

`
`1
6

´
1
8
˘

`
` 1
10

´
1
12

˘

` ¨ ¨ ¨ “
1
2

ln 2.

实际上, 对于条件收敛的级数, 可以将它重排使得其和为任意实数.

定理 8.4.9 (Riemann). 如果
8
ř

n“1
an 为条件收敛的级数, 则可以将它重排为一

个收敛级数, 使得重排后的级数和为任意指定的实数.

证明. 设 ξ P R, 我们将找到
8
ř

n“1
an 的一个重排, 使得它的和为 ξ. 首先我们注

意到, 如果
8
ř

n“1
an 条件收敛, 则

8
ř

n“1
|an| 发散, 由 |an| “ a`

n ` a´
n , an “ a`

n ´ a´
n

即知, 级数
8
ř

n“1
a`

n 和
8
ř

n“1
a´

n 均发散到 `8, 这两个级数的部分和为别记为 S`
n 和

S´
n . 因为当 n 充分大时 S`

n ą ξ, 故可取最小的正整数 m1, 使得

S`
m1

ą ξ,

此时成立

ξ ě S`
m1

´ a`
m1
.

因为 n 充分大时, S`
m1

´ S´
n ă ξ, 故可取最小的正整数 n1, 使得

S`
m1

´ S´
n1

ă ξ,

同理有

ξ ď S`
m1

´ S´
n1

` a´
n1
.
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下面再取最小的正整数 m2, 使得

S`
m2

´ S´
n1

ą ξ ě S`
m2

´ S´
n1

´ a`
m2
,

以及最小的正整数 n2, 使得

S`
m2

´ S´
n2

ă ξ ď S`
m2

´ S´
n2

` a´
n2
.

如此继续下去, 我们得到递增数列 m1 ă m2 ă ¨ ¨ ¨ 和 n1 ă n2 ă ¨ ¨ ¨ , 使得

S`
mk

´ S´
nk´1

ą ξ ě S`
mk

´ S´
nk´1

´ a`
mk

和

S`
mk

´ S´
nk

ă ξ ď S`
mk

´ S´
nk

` a`
nk

对任意 k 均成立. 由 an Ñ 0 即知, 下面的级数

a`
1 ` ¨ ¨ ¨ ` a`

m1
´ a´

1 ´ ¨ ¨ ¨ ´ a´
n1

` a`
m1`1 ` ¨ ¨ ¨ ` a`

m2

´ a´
n1`1 ´ ¨ ¨ ¨ ´ a´

n2
` a`

m2`1 ` ¨ ¨ ¨ ` a`
m3

´ a´
n2`1 ´ ¨ ¨ ¨

收敛到 ξ. 注意 a`
n 和 a´

n 在这个级数中都依次出现了, 因此它可以看成是原级数
8
ř

n“1
an 的一个重排. �

注. 如果
8
ř

n“1
an 条件收敛, 则可以将它重排为发散到 `8或 ´8的级数, 这个

结论请读者自行证明.

习题 8.4

1. 设 lim
iÑ8

npiq “ `8, 且当 i 充分大时, |aij | ď Aj , j “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , npiq. 如果
8
ř

j“1

Aj

收敛, 则当 lim
iÑ8

aij 存在时, 有

lim
iÑ8

npiq
ÿ

j“1

aij “

8
ÿ

j“1

lim
iÑ8

aij .

2. 设
8
ř

j“1

|aij | “ Ai,
8
ř

i“1

Ai 收敛, 则下列等式有意义:

8
ÿ

i“1

8
ÿ

j“1

aij “

8
ÿ

j“1

8
ÿ

i“1

aij .

3. 证明 Riemann-Zeta 函数满足下列等式

8
ÿ

n“2

rζpnq ´ 1s “ 1,
8
ÿ

n“1

rζp2nq ´ 1s “
3
4
.
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4. 设
8
ř

n“2
2´n|an| 收敛, 记 fpxq “

8
ř

n“2
anx

n, x P r´ 1
2 ,

1
2 s. 则

8
ÿ

n“2

fp
1
n

q “

8
ÿ

n“2

anrζpnq ´ 1s.

5. 证明等式

lim
nÑ8

”

n
ÿ

k“1

1
k

´ lnn
ı

“

8
ÿ

n“1

” 1
n

´ ln
`

1 `
1
n

˘

ı

“

8
ÿ

n“2

p´1qn

n
ζpnq.

6. 证明等式

lim
nÑ8

”

n
ÿ

k“1

1
k

´ lnn
ı

“ 1 `

8
ÿ

n“2

” 1
n

` ln
`

1 ´
1
n

˘

ı

“ 1 ´

8
ÿ

n“2

pζpnq ´ 1q

n
.

7. 给出关于级数乘积的 Cauchy 定理的证明.

8. 利用级数的乘积证明, 当 |x| ă 1 时, 有

1
p1 ´ xq2

“

8
ÿ

n“0

pn` 1qxn.

9. 证明等式
`π

4
˘2

“

8
ÿ

n“0

p´1qn

n` 1
`

1 `
1
3

` ¨ ¨ ¨ `
1

2n` 1
˘

.

10. 证明下列等式

p1q

8
ź

n“1

`

1 ´
1

4n2

˘

“
2
π

; p3q

8
ź

n“1

cos
x

2n
“

sinx
x

;

p2q

8
ź

n“1

p1 ` x2n´1
q “

1
1 ´ x

p|x| ă 1q.

11. 证明, 当 α ą β ą 0 时, 有

lim
nÑ8

βpβ ` 1q ¨ ¨ ¨ pβ ` n´ 1q

αpα` 1q ¨ ¨ ¨ pα` n´ 1q
“ 0.

12. 记 2 “ p1 ă p2 ă ¨ ¨ ¨ ă pn ă ¨ ¨ ¨ 为素数全体, 则级数
8
ř

n“1

1
pn
是发散的.
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在对函数作 Taylor展开时,自然就出现了以函数为一般项的无穷级数,在前一

章最后一节中我们实际上也用到了简单的函数项级数,下面我们就来研究一般的函

数项级数的敛散性. 这种对于一列函数的无穷求和也可以看成是关于函数的运算,

跟积分运算一样, 它提供了构造非初等函数的手段.

§9.1 一致收敛

设 I 为区间, tgnpxqu为 I 中定义的一列函数. 如果存在 I 中的函数 gpxq使得

lim
nÑ8

gnpx0q “ gpx0q, @ x0 P I,

则称函数列 tgnu 收敛于 g, 记为 lim
nÑ8

gn “ g 或 gn Ñ g (n Ñ 8).

例 9.1.1. 考虑 gnpxq “ xn, x P p0, 1q. 因为对任意固定的 x0 P p0, 1q, 均有

lim
nÑ8

xn
0 “ 0,

故 lim
nÑ8

gn “ 0. �

定义 9.1.1 (一致收敛). 如果任给 ε ą 0, 均存在与 x P I 无关的正整数 N “

Npεq, 使得当 n ą N 时

|gnpxq ´ gpxq| ă ε, @ x P I, p˚q

则称函数列 tgnu 在 I 中一致收敛于 g, 记为 gn ⇒ g.

a b

g(x) + ε

g(x) − ε gn(x)

0

y

x

图 9.1 一致收敛

显然, 一致收敛的函数列是收敛的. 一致性体现在 p˚q 式对于充分大的 n 和任

意 x 均成立. 例 9.1.1 中 tgnu 不是一致收敛的 (为什么?).

例 9.1.2. 设 gnpxq “
x

1 ` n2x2
, x P r´1, 1s. 讨论 tgnu 的收敛性.

101
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解. 当 0 ă |x| ď 1 时

|gnpxq ´ 0| “
|x|

|1 ` n2x2|
ď

|x|

2n|x|
“

1
2n
,

上式对 x “ 0 也成立. 因此 tgnu 在 r´1, 1s 中一致收敛于 0. �

定理 9.1.1. 设 tgnu 在区间 I 中一致收敛于 g. 如果 gn 均为连续函数, 则 g

也是连续函数.

证明. 任取 x0 P I, 我们要证明 g 在 x0 处连续. 任给 ε ą 0, 由一致收敛定义,

存在正整数 N “ Npεq, 使得 n ą N 时

|gnpxq ´ gpxq| ă
ε

3
, @ x P I.

取定 n0 “ N ` 1, 由于 gn0 在 I 中连续, 故存在 δ “ δpεq ą 0 使得

|gn0pxq ´ gn0px0q| ă
ε

3
, @ x P px0 ´ δ, x0 ` δq X I.

因此

|gpxq ´ gpx0q| ď |gpxq ´ gn0pxq| ` |gn0pxq ´ gn0px0q|

` |gn0px0q ´ gpx0q|

ă
ε

3
`
ε

3
`
ε

3
“ ε, @ x P px0 ´ δ, x0 ` δq X I.

这说明 g 在 x0 处是连续的. �
注. 我们实际上证明了, 如果 tgnu 一致收敛于 g, 且每个函数 gn 均在 x0 处连

续, 则 g 也在 x0 处连续, 这也可以表示为

lim
xÑx0

lim
nÑ8

gnpxq “ lim
nÑ8

lim
xÑx0

gnpxq,

一致收敛在这里保证了求极限次序的可交换性. 一般地, 我们有

定理 9.1.2. p˚q 设 tgnu 在 x0 P I 的一个空心邻域中一致收敛于 g. 如果

lim
xÑx0

gnpxq “ an, @ n ě 1,

则极限 lim
nÑ8

an 以及 lim
xÑx0

gpxq 均存在, 且这两个极限相等, 即

lim
xÑx0

lim
nÑ8

gnpxq “ lim
nÑ8

lim
xÑx0

gnpxq.

证明. 由 tgnu 一致收敛到 g 知, 任给 ε ą 0, 存在 N0, 当 n ą N0 时

|gnpxq ´ gpxq| ă ε, @ x ‰ x0.
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因此当 m,n ą N0 时

|gmpxq ´ gnpxq| ď |gmpxq ´ gpxq| ` |gpxq ´ gnpxq| ă 2ε,

在上式中令 x Ñ x0, 得

|am ´ an| ď 2ε, @ m, n ą N0.

由 Cauchy 准则知 lim
nÑ8

an “ A 存在.

下证 lim
xÑx0

gpxq “ A. 任给 ε ą 0, 由刚才的证明, 存在 N , 使得

|aN ´A| ă
ε

3
, |gpxq ´ gN pxq| ă

ε

3
, @ x ‰ x0.

因为 lim
xÑx0

gN pxq “ aN , 故存在 δ ą 0, 当 0 ă |x´ x0| ă δ 时

|gN pxq ´ aN | ă
ε

3
.

因此, 当 0 ă |x´ x0| ă δ 时

|gpxq ´A| ď |gpxq ´ gN pxq| ` |gN pxq ´ aN | ` |aN ´A| ă
ε

3
`
ε

3
`
ε

3
“ ε,

即 lim
xÑx0

gpxq “ A. �

注. 这个定理和前一定理所用的论证方法称为
ε

3
- 法, 这种方法在前面的章节

中也曾用过.

由一致收敛定义可得如下判别法, 它不涉及极限 g 的具体形式:

(Cauchy 准则)定义在 I 中的函数列 tgnu一致收敛当且仅当对任意的 ε ą 0,

存在 N “ Npεq, 使得当 m,n ą N 时

|gmpxq ´ gnpxq| ă ε, @ x P I.

注意, 当 tgnu 满足上式时, 对于每一个固定的 x0 P I, tgnpx0qu 都是 Cauchy 数列,

因此收敛, 其极限记为 gpx0q. 这样就得到了极限函数 g, 并且 tgnu 一致收敛于 g

(为什么?).

现在, 设 tfnpxqu 为一列函数, 考虑形式和
8
ř

n“1
fnpxq, 这种形式和称为函数项

级数. 如果部分和 Snpxq “

n
ÿ

k“1

fkpxq 收敛, 则称该函数项级数收敛; 如果 Snpxq 一

致收敛, 则称该函数项级数一致收敛. 根据上面的讨论, 我们有:

p1q如果 fn 均为连续函数,
8
ř

n“1
fnpxq一致收敛于 Spxq,则 Spxq也是连续函数;

p2q
8
ř

n“1
fnpxq 一致收敛当且仅当任给 ε ą 0, 存在 N “ Npεq, 使得 n ą N 时

|fn`1pxq ` ¨ ¨ ¨ ` fn`ppxq| ă ε, @ x P I, @ p ě 1.
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例 9.1.3. 讨论
8
ř

n“1

sin nx
n 在 r0, 2πs 中的收敛性质.

解. 在前一章第三节已用 Dirichlet 判别法说明对任意 x P r0, 2πs,
8
ř

n“1

sin nx
n 均

收敛. 下面说明它不是一致收敛的. 事实上, 取 xn “
π

4n
, 则

|S2npxnq ´ Snpxnq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

sinpn` 1q π
4n

n` 1
` ¨ ¨ ¨ `

sin π
2

2n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě n ¨
sin π

4

2n
“

1
2
?

2
.

由 Cauchy 准则知收敛不是一致的. �

� 下面的两个结果是前一章最后一节数项级数相应结果的推论, 我们省略证明.

定理 9.1.3. 设 tfmnpxqu 是依赖于指标 m,n 的一族函数, 对于每个 n ě 1, 均

有 lim
mÑ8

fmnpxq “ fnpxq, 且对任意 m ě 1, |fmnpxq| ď Fnpxq, 函数项级数
8
ř

n“1
Fnpxq

收敛, 则
8
ř

n“1
fnpxq 也收敛, 且

8
ÿ

n“1

fnpxq “

8
ÿ

n“1

lim
mÑ8

fmnpxq “ lim
mÑ8

8
ÿ

n“1

fmnpxq.

定理 9.1.4. 设
8
ř

m“1
|fmnpxq| ď Fnpxq pn ě 1q,

8
ř

n“1
Fnpxq 收敛, 则

8
ÿ

m“1

8
ÿ

n“1

fmnpxq “

8
ÿ

n“1

8
ÿ

m“1

fmnpxq.

函数项级数的收敛判别法可从数项级数的收敛判别法得到. 例如:

p1q (Weierstrass) 如果 |fnpxq| ď Mn, 而正项级数
8
ř

n“1
Mn 收敛, 则

8
ř

n“1
fnpxq

一致收敛. 这是因为

|fn`1pxq ` ¨ ¨ ¨ ` fn`ppxq| ď Mn`1 ` ¨ ¨ ¨ `Mn`p,

然后利用 Cauchy 准则即可.

p2q (Dirichlet) 设级数
8
ř

n“1
bnpxq 的部分和 Bnpxq “

n
ÿ

k“1

bkpxq 一致有界, 即存

在 M ą 0, 使得

|Bnpxq| ď M, @ x P I, @ n ě 1.

并且对每个 x P I, tanpxqu 关于 n 单调, anpxq ⇒ 0, 则级数
8
ř

n“1
anpxqbnpxq 在 I 中

一致收敛. 其证明只要照搬数项级数中的相应证明即可.
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p3q (Abel) 设级数
8
ř

n“1
bnpxq 在 I 中一致收敛, 且对每个 x P I, tanpxqu 关于 n

单调, 且在 I 中一致有界, 则级数
8
ř

n“1
anpxqbnpxq 在 I 中一致收敛. 其证明仍然是

Abel 变换的运用, 然后再利用 Cauchy 准则:

|an`1pxqbn`1pxq ` ¨ ¨ ¨ ` an`ppxqbn`ppxq| ď 3 sup |an| ¨ sup
1ďkďp

|bn`1pxq ` ¨ ¨ ¨ ` bn`kpxq|.

例 9.1.4. 级数
8
ř

n“1
p´1qn´1x

n

n
在 x P r0, 1s 中一致收敛.

证明. 取 anpxq “ xn, bnpxq “ p´1qn´1 1
n

.
8
ř

n“1
bnpxq “

8
ř

n“1
p´1qn´1 1

n
关于 x 一

致收敛. 而 |anpxq| ď 1, @ x P r0, 1s. 对固定的 x, anpxq “ xn 关于 n 单调. 故由

Abel 判别法知原级数一致收敛. �

命题 9.1.5. 设
8
ř

n“1
fnpxq 和

8
ř

n“1
gnpxq 一致收敛, λ, µ P R. 则函数项级数

8
ř

n“1
pλfnpxq ` µgnpxqq 也一致收敛, 且

8
ÿ

n“1

pλfnpxq ` µgnpxqq “ λ
8
ÿ

n“1

fnpxq ` µ
8
ÿ

n“1

gnpxq.

证明. 用一致收敛的定义即可. �

定理 9.1.6 (Dini). 设 gnpxq 为 ra, bs 中非负连续函数, 且对每个 x P ra, bs,

gnpxq 关于 n 单调递减趋于 0, 则 gn ⇒ 0.

证明. 任给 ε ą 0, 我们要证明存在 N , 使得当 n ą N 时

0 ď gnpxq ă ε, @ x P ra, bs.

即要证 n 充分大以后 An “ tx P ra, bs | gnpxq ě εu 为空集. 因为 gn 关于 n 单调递

减, 因此

A1 Ą A2 Ą ¨ ¨ ¨ Ą An Ą An`1 Ą ¨ ¨ ¨ , (9.1)

这说明我们只要证明某一个 An 是空集即可.

(反证法) 假设 An 均非空集, 取 xn P An, 则 txnu 为 ra, bs 中的有界点列,

从而存在收敛子列 txniu, 设此子列收敛到 x0 P ra, bs. 由 (9.1) 知 Ak Ą Ank
Ą

txnk
, xnk`1 , ¨ ¨ ¨ u. 因为 gk 在 x0 处连续, 我们有

gkpx0q “ lim
kďiÑ8

gkpxniq ě ε.

上式对任意 k ě 1 均成立, 这和 gnpx0q Ñ 0 (n Ñ 8) 相矛盾. �
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推论 9.1.7. 设 fnpxq 为非负连续函数, 如果函数项级数
8
ř

n“1
fnpxq 在闭区间

中收敛于连续函数 f , 则必一致收敛于 f .

证明. 考虑部分和 Snpxq 及连续函数列 fpxq ´ Snpxq, 应用 Dini 定理即可. �
注. 注意, 推论中 f 的连续性条件是不能去掉的. 例如, 考虑 r0, 1s 区间上的函

数列 f1pxq “ 1 ´ x, fnpxq “ xn´1 ´ xn pn ě 2q 即可得到反例.

例 9.1.5. Riemann-Zeta 函数的连续性.

当 s ą 1时,级数
8
ř

n“1

1
ns
收敛,其和 ζpsq可以看成 p1,`8q中的函数. 虽然函数

项级数
8
ř

n“1

1
ns
在整个区间 p1,`8q中不是一致收敛的,但在任何闭区间 I Ă p1,`8q

上都是一致收敛的, 因此 ζpsq在 I 中连续,从而也是整个定义域 p1,`8q中的连续

函数. �
习题 9.1

1. 在区间 r0, 1s 中递归地定义函数列 tfnu 如下:

f1pxq ” 1, fn`1pxq “
a

xfnpxq, n ě 1.

证明 tfnu 一致收敛到 r0, 1s 中的一个连续函数.

2. 设 f1pxq 为 r0, as 上的可积函数, 递归地定义函数列 tfnu 如下:

fn`1pxq “

ż x

0

fnptqdt, n ě 1.

证明 tfnu 一致收敛到 0.

3. 设 |fnpxq| ď gnpxq, 且
8
ř

n“1
gnpxq 一致收敛, 则

8
ř

n“1
fnpxq 也一致收敛.

4. 判断下列函数项级数的一致收敛性:

p1q

8
ÿ

n“1

ne´nx, x P p0,`8q; p2q

8
ÿ

n“1

2n sin
` 1
3nx

˘

, x P p0,`8q;

p3q

8
ÿ

n“1

1
x2 ` n2

, x P p´8,`8q; p4q

8
ÿ

n“1

sinx sinnx
?
n` x

, x P r0,`8q;

p5q

8
ÿ

n“1

1
p1 ` nxq2

, x P p0,`8q; p6q

8
ÿ

n“1

nx

1 ` n3x2
, x P p´8,`8q.

5. 设级数
8
ÿ

n“1

an 收敛. 证明, 函数项级数

8
ÿ

n“1

an

nx
, x P r0,`8q,

一致收敛.
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6. 设 fpxq 是定义在 ra, bs 上的函数. 对 n ě 1, 令

fnpxq “
rnfpxqs

n
, x P ra, bs.

证明 fnpxq 一致收敛到 fpxq.

7. 设 fnpxq 在 I 中一致收敛到 fpxq. 如果 fnpxq 均在 I 中一致连续, 则 fpxq 也

在 I 中一致连续.

8. 设 fnpxq 在 I 中一致收敛到 fpxq. 如果 gpxq 是 I 中的有界函数, 则 fnpxqgpxq

在 I 中一致收敛到 fpxqgpxq.

9. 记 fpxq “

8
ÿ

n“1

x2

1 ` n2x2
, x P p´8,`8q. 求极限 lim

xÑ8
fpxq.

10. 设 fnpxq 为 ra, bs 中的连续函数列. 如果 fnpxq 一致收敛到正函数 fpxq, 则存

在 N , 当 n ą N 时 fnpxq 也是正函数, 且
1

fnpxq
一致收敛到

1
fpxq

. 如果把闭

区间 ra, bs 换成开区间 pa, bq, 结论还成立吗?

11. 设 fnpxq, gnpxq 和 hnpxq 是定义在 I 中的函数, 且

fnpxq ď gnpxq ď hnpxq, x P I.

如果 fnpxq 和 hnpxq 一致收敛到 fpxq, 则 gnpxq 也一致收敛到 fpxq.

12. 设 fnpxq, gnpxq 分别在 I 中一致收敛到 fpxq, gpxq. 如果每一个 fnpxq, gnpxq

均为有界函数, 则 fpxq, gpxq 也是有界函数, 且 fnpxqgnpxq 在 I 中一致收敛到

fpxqgpxq.

13. 设 tPnpxqu 为一列多项式, 证明, 如果 Pnpxq 在 p´8,`8q 中一致收敛到函数

fpxq, 则 fpxq 也是多项式. (提示: 考虑多项式的差.)

14. p˚q 设函数项级数
8
ÿ

n“1

anpxq 在 ra, bs 中收敛, 其部分和为 Snpxq. 如果存在常

数 M , 使得

|S1
npxq| ď M, @ x P ra, bs, n ě 1,

则
8
ÿ

n“1

anpxq 在 ra, bs 中一致收敛.
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§9.2 求和与求导、积分的可交换性

给定收敛的函数项级数
8
ř

n“1
fnpxq “ fpxq, 下面我们关心的问题是能否逐项求

积分以及逐项求导, 这也依赖于一致收敛性.

定理 9.2.1. p1q 设 tgnu 在 ra, bs 中一致收敛于 g. 如果 gn 均为 Riemann 可

积函数, 则 g 也是 Riemann 可积函数, 且

lim
nÑ8

ż b

a

gnpxqdx “

ż b

a

lim
nÑ8

gnpxqdx “

ż b

a

gpxqdx.

p2q 设
8
ř

n“1
fnpxq 在 ra, bs 中一致收敛于 f . 如果 fn 均为 Riemann 可积函数,

则 f 也是 Riemann 可积函数, 且

8
ÿ

n“1

ż b

a

fnpxqdx “

ż b

a

8
ÿ

n“1

fnpxqdx “

ż b

a

fpxqdx.

证明. 只要证明 p1q 即可. 先来证明 g 的可积性. 任给 ε ą 0, 存在 N “ Npεq,

使得 n ě N 时

|gnpxq ´ gpxq| ď
ε

4pb´ aq
, @ x P ra, bs.

因为 gN 是可积函数, 故存在 ra, bs 的分割 π, 使得

ÿ

π

ωipgN q∆xi ă
ε

2
.

对于分割 π 的每一个小区间 rxi´1, xis, 有

ωipgq ď ωipgN q `
ε

2pb´ aq
,

因此
ÿ

π

ωipgq∆xi ď
ÿ

π

ωipgN q∆xi `
ε

2pb´ aq
pb´ aq ď

ε

2
`
ε

2
“ ε,

由可积函数的充要条件即知 g 是 ra, bs 上的可积函数.

现在, 当 n ě N 时, 我们有估计

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

gnpxqdx´

ż b

a

gpxqdx
ˇ

ˇ

ˇ
“

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

`

gnpxq ´ gpxq
˘

dx
ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż b

a

|gnpxq ´ gpxq|dx

ď
ε

4

这说明

lim
nÑ8

ż b

a

gnpxqdx “

ż b

a

gpxqdx.
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这就证明了定理的结论. �
注. (i) 这个定理说的是极限或求和与积分运算次序的可交换性. 一般地, 定理

中的一致收敛的条件是不能去掉的. 但对于一致有界的函数列, 有如下控制收敛定

理: 设 gnpxq, gpxq 均为 ra, bs 上的可积函数, lim
nÑ8

gnpxq “ gpxq. 如果存在常数 M ,

使得

|gnpxq| ď M, @ x P ra, bs, n ě 1,

则有

lim
nÑ8

ż b

a

gnpxqdx “

ż b

a

gpxqdx.

(ii) 从定理的证明还可以看出, p2q 中函数项级数还满足下面的一致收敛性

8
ÿ

n“1

ż x

a

fnptqdt ⇒
ż x

a

fptqdt.

定理 9.2.2. 设 tfnpxqu 在 ra, bs 中连续可微, 且

p1q
8
ř

n“1
fnpaq 收敛;

p2q
8
ř

n“1
f 1

npxq 一致收敛于 gpxq;

则
8
ř

n“1
fnpxq 在 ra, bs 中一致收敛, 其和函数可导, 且

´

8
ÿ

n“1

fnpxq

¯1

“

8
ÿ

n“1

f 1
npxq “ gpxq.

证明. 由微积分基本公式,

fnpxq “ fnpaq `

ż x

a

f 1
nptqdt.

由条件 p2q 和上面的注记 (ii),

8
ÿ

n“1

ż x

a

f 1
nptqdt ⇒

ż x

a

gptqdt.

再由条件 p1q 即知
8
ÿ

n“1

fnpxq ⇒
8
ÿ

n“1

fnpaq `

ż x

a

gptqdt.

即
8
ř

n“1
fnpxq 在 ra, bs 中一致收敛, 其和函数可导, 且导数为 gpxq. �

注. 条件 p1q 中点 a 可换成区间中其它任何一点, 并且连续可微的条件可以适

当减弱, 参见下面的结果.

定理 9.2.3. p˚q 设 tfnpxqu 为 ra, bs 中一列可微函数, c P ra, bs. 如果 tfnpcqu

收敛, f 1
npxq 一致收敛到 gpxq, 则 fnpxq 一致收敛于可微函数 fpxq, 且 f 1pxq “ g.
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证明. 首先, 由微分中值定理, 我们有

|rfnpxq ´ fnpcqs ´ rfmpxq ´ fmpcqs| “ |rfnpxq ´ fmpxqs ´ rfnpcq ´ fmpcqs|

“ |rf 1
npξq ´ f 1

mpξqs||x´ c| ⇒ 0,

这说明 tfnpxq ´ fnpcqu 一致收敛, 从而 fnpxq 一致收敛到一个函数 fpxq.

其次, 任取 x0 P ra, bs, 令

gnpxq “

$

’

&

’

%

fnpxq ´ fnpx0q

x´ x0
, x ‰ x0,

f 1
npx0q, x “ x0.

则 gnpxq 为 ra, bs 中的连续函数, 且类似于刚才的论证, 由微分中值定理, 有

|gnpxq ´ gmpxq| “ |f 1
npξq ´ f 1

mpξq| ⇒ 0,

这说明 gnpxq 一致收敛到连续函数

g̃pxq “

$

’

&

’

%

fpxq ´ fpx0q

x´ x0
, x ‰ x0,

gpx0q, x “ x0.

特别地, fpxq 在 x0 处可导, 导数为 gpx0q. �
下面我们来讨论一些应用. 反复利用等式

1
sin2 x

“
cos2 x

2 ` sin2 x
2

4 sin2 x
2 cos2 x

2

“
1
4

” 1
sin2 x

2

`
1

sin2 π`x
2

ı

可得
1

sin2 x
“

1
4

” 1
sin2 x

2

`
1

sin2 π`x
2

ı

“
1
42

” 1
sin2 x

4

`
1

sin2 2π`x
4

`
1

sin2 π`x
4

`
1

sin2 3π`x
4

ı

“ ¨ ¨ ¨

“
1

22n

2n´1
ÿ

k“0

1
sin2 kπ`x

2n

.

对 2n´1 ď k ď 2n ´ 1 再利用

sin2 kπ ` x

2n
“ sin2

´kπ ` x´ 2nπ

2n
` π

¯

“ sin2 pk ´ 2nqπ ` x

2n

可以将前式改写为

1
sin2 x

“
1

22n

2n´1´1
ÿ

k“´2n´1

1
sin2 x`kπ

2n

“ En `

2n´1´1
ÿ

k“´2n´1

1
px` kπq2

,
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其中

En “
1

22n

2n´1´1
ÿ

k“´2n´1

” 1
sin2 x`kπ

2n

´
1

px`kπ
2n q2

ı

.

利用不等式

0 ă
1

sin2 x
´

1
x2

“ 1 `
cos2 x
sin2 x

´
1
x2

ă 1, @ x P r´
π

2
,
π

2
s

就得到如下估计

0 ă En ă
1

22n
2n “

1
2n
, @ x P r0,

π

2
s,

令 n Ñ 8 就得到下面的等式

1
sin2 x

“
ÿ

kPZ

1
px` kπq2

, @ x ‰ kπ. (9.2)

上式在不包含 tkπu 的任何闭区间上都是一致收敛的, 它也可改写为

1
sin2 x

“
1
x2

`

8
ÿ

n“1

” 1
px` nπq2

`
1

px´ nπq2

ı

, x ‰ kπ. (9.3)

特别地, 有
1
3

“ lim
xÑ0

´ 1
sin2 x

´
1
x2

¯

“ 2
8
ÿ

n“1

1
pnπq2

,

因此有

ζp2q “

8
ÿ

n“1

1
n2

“
π2

6
.

当 x P p´π, πq 时, 对 (9.3) 两边积分, 利用
ż x

0

´ 1
sin2 t

´
1
t2

¯

dt “

´1
t

´
cos t
sin t

¯ˇ

ˇ

ˇ

x

0
“

1
x

´
cosx
sinx

得
cosx
sinx

´
1
x

“

8
ÿ

n“1

` 1
x` nπ

`
1

x´ nπ

˘

, @ x P p´π, πq. (9.4)

如果再对上式两边积分就可以得到

sinx
x

“

8
ź

n“1

”

1 ´
` x

nπ

˘2
ı

, @ x P r´π, πs. (9.5)

这个等式就好像将函数 sinx 作因式分解一样. 特别地, 取 x “
π

2
就得到

2
π

“

8
ź

n“1

”

1 ´
1

4n2

ı

,
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这也就是 Wallis 公式的乘积表示.

从等式 (9.4) 出发, 利用

tanx “ cot
`π

2
´ x

˘

,
1

sinx
“ cot

x

2
´ cotx

还可以得到展开式

sinx
cosx

“

8
ÿ

n“1

” 1
p2n´ 1qπ

2 ´ x
´

1
p2n´ 1qπ

2 ` x

ı

, (9.6)

以及
1

sinx
“

1
x

`

8
ÿ

n“1

p´1qn
` 1
x` nπ

`
1

x´ nπ

˘

. (9.7)

作为最后这个展开式的应用, 我们再一次来计算广义积分
ż 8

0

sinx
x

dx 如下:

ż 8

0

sinx
x

dx “

8
ÿ

n“0

ż pn`1qπ

nπ

sinx
x

dx

“

8
ÿ

n“0

ż nπ` π
2

nπ

sinx
x

dx`

8
ÿ

n“0

ż pn`1qπ

nπ` 1
2 π

sinx
x

dx

“

8
ÿ

n“0

ż π
2

0

p´1qn sin t
nπ ` t

dt`

8
ÿ

n“0

ż π
2

0

p´1qn sin t
pn` 1qπ ´ t

dt

“

ż π
2

0

sin t
t
dt`

8
ÿ

n“1

ż π
2

0

p´1qn
` 1
t` nπ

`
1

t´ nπ

˘

sin t dt

“

ż π
2

0

sin t
t
dt`

ż π
2

0

8
ÿ

n“1

p´1qn
` 1
t` nπ

`
1

t´ nπ

˘

sin t dt

“

ż π
2

0

sin t
t
dt`

ż π
2

0

` 1
sin t

´
1
t

˘

sin t dt

“

ż π
2

0

dt “
π

2
.

在计算过程中, 我们用到了一致收敛级数的求和与积分运算次序的可交换性. �
习题 9.2

1. 证明函数

fpxq “

8
ÿ

n“1

sinnx
n3

在 p´8,`8q 中连续可微.

2. 设
8
ÿ

n“1

nan 绝对收敛, 证明 fpxq “

8
ÿ

n“1

an cosnx 在 p´8,`8q 中连续可微, 且

f 1pxq “ ´

8
ÿ

n“1

nan sinnx, x P p´8,`8q.
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3. 证明函数

ζpxq “

8
ÿ

n“1

1
nx

在 p1,`8q 中任意次可微.

4. 如果连续函数列 tfnpxqu 在 ra, bs 中一致收敛于 fpxq, 则对区间 ra, bs 中的任

意收敛点列 txnu, 有

lim
nÑ8

fnpxnq “ fp lim
nÑ8

xnq.

5. 计算下列积分

p1q

ż ln 5

ln 2

8
ÿ

n“1

ne´nxdx, p2q

ż 2π

0

8
ÿ

n“1

cos2 nx
npn` 1q

dx.

6. 研究函数 fpxq “

8
ÿ

n“1

|x|

n2 ` x2
的可微性质.

7. 设 tfnpxqu 在 ra, bs 中可微, 且

p1q 存在 c P ra, bs, 使得
8
ř

n“1
fnpcq 收敛;

p2q
8
ř

n“1
f 1

npxq 一致收敛于 gpxq;

则
8
ř

n“1
fnpxq 在 ra, bs 中一致收敛, 且

´

8
ÿ

n“1

fnpxq

¯1

“

8
ÿ

n“1

f 1
npxq “ gpxq.

8. 设 fnpxq 在 ra, bs 中一致收敛到 fpxq. 如果每个 fnpxq 都有原函数, 则 fpxq 也

有原函数.

9. p˚q 通过在展开式 (9.2) 中取 x “
π

2
, 求 ζp2q 的值.

10. p˚q 说明 (9.5) 式对任意 x 均成立, 并证明下面的乘积公式

cosx “

8
ź

n“1

”

1 ´
x2

p 2n´1
2 πq2

ı

.

11. p˚q 证明, 如果 nan 为单调收敛于 0 的数列, 则函数项级数
8
ÿ

n“1

an sinnx 在

p´8,8q 中一致收敛.
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§9.3 幂级数

形如
8
ř

n“0
anpx ´ x0qn pan P Rq 的函数项级数称为幂级数, 在第五章 Taylor 展

开那一节中我们已遇到过这样的级数. 为了简单起见, 我们讨论 x0 “ 0 的情形, 一

般情形作变量代换 t “ x´ x0 即可.

§9.3.1 收敛半径及基本性质

引理 9.3.1 (Abel). 如果幂级数
8
ř

n“0
anx

n 在 x “ x1px1 ‰ 0q 处收敛, 则它在

区间 |x| ă |x1| 中绝对收敛; 因此, 幂级数在 x “ x2 处发散意味着在 |x| ą |x2| 中

均发散.

证明. 设
8
ř

n“0
anx

n
1 收敛, 则存在 M ą 0 使得

|anx
n
1 | ď M, @ n ě 1,

这说明
8
ÿ

n“0

|anx
n| “

8
ÿ

n“0

|anx
n
1 | ¨

ˇ

ˇ

ˇ

x

x1

ˇ

ˇ

ˇ

n

ď M
8
ÿ

n“0

ˇ

ˇ

ˇ

x

x1

ˇ

ˇ

ˇ

n

,

因此当 |x| ă |x1| 时,
8
ř

n“0
anx

n 绝对收敛. �

注. 从证明可以看出, 如果
8
ř

n“0
anx

n 在 x “ x1 px1 ‰ 0q 处收敛, 则对任何闭区

间 I Ă p´|x1|, |x1|q,
8
ř

n“0
anx

n 在 I 中都是一致收敛的.

定理 9.3.2 (Cauchy-Hadamard). 对幂级数
8
ř

n“0
anx

n, 记

ρ “ lim
nÑ8

n
a

|an|,

则

p1q ρ “ 0 时, 级数在 p´8,8q 中绝对收敛;

p2q ρ “ `8 时, 级数仅在 x “ 0 处收敛;

p3q 0 ă ρ ă `8 时, 级数在
`

´
1
ρ
,
1
ρ

˘

中绝对收敛, 在
“

´
1
ρ
,
1
ρ

‰

之外发散. 此

时, 称
1
ρ
为收敛半径.

证明. 因为

lim
nÑ8

n
a

|anxn| “ ρ|x|,

由数项级数的 Cauchy 判别法即可得定理结论的证明. 以 p3q 的后半部分为例 (反

证法): 设 x1 R
“

´
1
ρ
,
1
ρ

‰

,
8
ř

n“1
anx

n
1 收敛, 则存在 M ą 0 使得

|anx
n
1 | ď M, @ n ě 1.
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从而有

lim
nÑ8

n
a

|an| ď lim
nÑ8

n
a

M |x1|´n “ |x1|´1 ă ρ.

这就导出了矛盾! �
注. p1q 在 x “ ˘ρ´1 处级数的收敛性必须视情况具体讨论.

p2q 0 ă ρ ă `8时,对任意闭区间 I Ă p´ρ´1, ρ´1q,幂级数均在 I 中一致收敛.

例 9.3.1. 几何级数
8
ř

n“0
xn.

此级数的系数 an “ 1, 故 ρ “ 1. 在 x “ ˘1 处级数显然发散. �

例 9.3.2. 级数
8
ř

n“1

xn

n
.

此级数的系数 an “ 1
n , ρ “ lim

nÑ8

n

b

1
n “ 1. 级数在 x “ 1 处发散; 在 x “ ´1 处

收敛 (交错级数). �

例 9.3.3. 级数
8
ř

n“1
nanx

n´1 和
8
ř

n“0
anx

n 具有相同的收敛半径.

事实上, 如果

lim
nÑ8

n
a

|an| “ ρ,

则

lim
nÑ8

n
a

pn` 1q|an`1| “ lim
nÑ8

n
a

|an`1| “ ρ,

因此两个级数的收敛半径相同. �

定理 9.3.3. 设幂级数
8
ř

n“0
anx

n 收敛半径为 R,则 Spxq “
8
ř

n“0
anx

n 在 p´R,Rq

中任意次可微, 且

Spkqpxq “

8
ÿ

n“k

npn´ 1q ¨ ¨ ¨ pn´ k ` 1qanx
n´k.

证明. 以 k “ 1为例. 首先,幂级数
8
ř

n“0
panx

nq1 “
8
ř

n“1
nanx

n´1 的收敛半径仍为

R, 故它在闭区间 I Ă p´R,Rq 中一致收敛. 由定理 9.2.2,
8
ř

n“0
anx

n 在 I 中可微, 且

´

8
ÿ

n“0

anx
n
¯1

“

8
ÿ

n“0

panx
nq1 “

8
ÿ

n“1

nanx
n´1.

Spxq 的高阶可微性的证明是完全类似的. �
特别地, Spnqp0q “ n!an, 这说明和函数 Spxq的 Taylor展开就是该幂级数本身.

例 9.3.4. 求
8
ř

n“1

xn

n
之和.
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解. 在 p´1, 1q 中, 有

´

8
ÿ

n“1

xn

n

¯1

“

8
ÿ

n“1

xn´1 “
1

1 ´ x
,

由 Newton-Leibniz 公式, 有
8
ÿ

n“1

xn

n
“

ż x

0

1
1 ´ t

dt “ ´ lnp1 ´ xq, @ x P p´1, 1q.

注意到上式在 x “ ´1 处也成立, 这不是偶然的现象, 在第八章第四节中讨论

数项级数的乘积时已经讨论过一个特殊情形, 现在我们再看一下一般的情形, 其证

明其实本质上是一样的.

定理 9.3.4 (Abel连续性定理). 设幂级数
8
ř

n“0
anx

n 的收敛半径为 R p0 ă R ă

`8q. 如果
8
ř

n“0
anR

n 收敛, 则

lim
xÑR´

8
ÿ

n“0

anx
n “

8
ÿ

n“0

anR
n;

如果
8
ř

n“0
anp´Rqn 收敛, 则

lim
xÑ´R`

8
ÿ

n“0

anx
n “

8
ÿ

n“0

anp´Rqn.

证明. 如果
8
ř

n“0
anR

n 收敛, 则考虑

8
ÿ

n“0

anx
n “

8
ÿ

n“0

anR
n ¨

` x

R

˘n
,

在 r0, Rs上,
ˇ

ˇp
x

R
qn
ˇ

ˇ ď 1,且
` x

R

˘n
关于 n单调.由 Abel判别法知

8
ř

n“0
anx

n 在 r0, Rs

中一致收敛, 其和函数 Spxq 在 r0, Rs 中连续, 因此

8
ÿ

n“0

anR
n “ SpRq “ lim

xÑR´
Spxq “ lim

xÑR´

8
ÿ

n“0

anx
n.

关于 ´R 的证明完全类似 (或考虑 ãn “ p´1qn ¨ anq. �

例 9.3.5. 求级数
8
ř

n“1

n

2n
之和.

解. 考虑幂级数
8
ř

n“1
nxn, 其收敛半径为 1, 且在 p´1, 1q 内

8
ÿ

n“1

nxn “ x
8
ÿ

n“1

nxn´1 “ x
8
ÿ

n“1

pxnq1 “ x
´

8
ÿ

n“0

xn
¯1

“ x
` 1
1 ´ x

˘1
“

x

p1 ´ xq2
,
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从而
8
ÿ

n“1

n

2n
“

x

p1 ´ xq2

ˇ

ˇ

ˇ

x“ 1
2

“ 2.

例 9.3.6. 求级数
8
ř

n“0

p´1qn

3n` 1
之和.

解. 考虑幂级数 Spxq “
8
ř

n“0
p´1qn x

3n`1

3n` 1
, 其收敛半径为 1, 且 x “ 1 时级数收

敛, 故
8
ÿ

n“0

p´1qn

3n` 1
“ lim

xÑ1´
Spxq.

在 p´1, 1q 中, 有

S1pxq “

8
ÿ

n“0

p´1qn
` x3n`1

3n` 1
˘1

“

8
ÿ

n“0

p´1qnx3n “
1

1 ` x3
.

故由微积分基本公式,

8
ÿ

n“0

p´1qn

3n` 1
“ lim

xÑ1´
Spxq “ lim

xÑ1´

ż x

0

dt

1 ` t3
“

ż 1

0

dt

1 ` t3
“

1
3
`

ln 2 `
π

?
3

˘

.

定理 9.3.5 (逐项积分). 设幂级数
8
ř

n“0
anx

n 收敛半径 R ‰ 0, 则有

ż x

0

´

8
ÿ

n“0

ant
n
¯

dt “

8
ÿ

n“0

ż x

0

ant
ndt “

8
ÿ

n“0

an

n` 1
xn`1, @ x P p´R,Rq.

证明. 不妨设 x ą 0, 则根据前面的讨论,
8
ř

n“0
ant

n 在 t P r0, xs 中一致收敛, 因

此可以逐项积分. �
注. 如果

8
ř

n“0
anR

n 收敛, 则上面的等式对 x “ R 也成立. 对 ´R 有类似结果.

� 下面关于幂级数的求和与求极限运算次序的可交换性的结果是数项级数和函

数项级数相应结果的直接应用, 我们省略证明.

定理 9.3.6. 设 lim
mÑ8

amn “ an, |amn| ď An. 如果
8
ř

n“0
Anx

n 在 p´R,Rq 中收

敛, 则

lim
mÑ8

8
ÿ

n“0

amnx
n “

8
ÿ

n“0

anx
n, x P p´R,Rq.

定理 9.3.7. 设
8
ř

i“0

|aij | “ sj,
8
ř

j“0

sjx
j 在 p´R,Rq 中收敛, 则

8
ÿ

i“0

8
ÿ

j“0

aijx
j “

8
ÿ

j“0

`

8
ÿ

i“0

aij

˘

xj , x P p´R,Rq.
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作为应用, 我们来推导 tanx 的幂级数展开. 由前节 (9.6) 式, 当 x P
`

´
π

2
,
π

2
˘

时, 我们有

tanx “

8
ÿ

n“1

2x
rp2n´ 1qπ

2 s2 ´ x2

“ 2x
8
ÿ

n“1

8
ÿ

m“0

1
rp2n´ 1qπ

2 s2

´ x

p2n´ 1qπ
2

¯2m

“ 2x
8
ÿ

m“0

8
ÿ

n“1

1
rp2n´ 1qπ

2 s2

´ x

p2n´ 1qπ
2

¯2m

.

利用等式

ζp2kq “

8
ÿ

n“1

1
p2n´ 1q2k

`

8
ÿ

n“1

1
p2nq2k

“

8
ÿ

n“1

1
p2n´ 1q2k

` 2´2kζp2kq

可以将前式写为

tanx “

8
ÿ

k“1

ζp2kq

π2k
2p22k ´ 1qx2k´1, @ x P p´

π

2
,
π

2
q. (9.8)

§9.3.2 Taylor 展开与幂级数

下面我们回顾一下 Taylor 展开. 如果 f 在 x0 处任意次可导, 则 f 有 Taylor

展开
8
ÿ

n“0

f pnqpx0q

n!
px´ x0qn,

然而, 这个幂级数在 x0 以外的点上很可能不收敛, 即使收敛, 其极限也未必就是

fpxq. 不过我们有下面的两个结果.

定理 9.3.8 (Bernstein). p˚q 设 f 在 ra, bs 中任意阶可导, 且各阶导数非负. 则

当 x, x0 P pa, bq, 且 |x´ x0| ă b´ x0 时

fpxq “

8
ÿ

n“0

f pnqpx0q

n!
px´ x0qn.

证明. 记M “ fpbq´fpaq,由 f 1, f2 ě 0知 f, f 1为单调递增函数. 任给 x P pa, bq,

由微分中值定理, 有

M “ fpbq ´ fpaq ě fpbq ´ fpxq “ pb´ xqf 1pξq ě pb´ xqf 1pxq.

同理,

M ě fpbq ´ fpxq “ f 1pxqpb´ xq `
1
2
f2pξqpb´ xq2 ě

1
2
f2pxqpb´ xq2.
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依此类推, 我们得到如下估计

0 ď f pnqpxq ď
n!M

pb´ xqn
, @ x P pa, bq.

下面分两种情况来估计 f 在 x0 处 Taylor 展开的余项 Rnpxq.

p1q x ą x0. 此时有

0 ď Rnpxq “

ż x

x0

f pn`1qptq

n!
px´ tqndt

ď

ż x

x0

pn` 1qM
px´ tqn

pb´ tqn`1
dt

ď
pn` 1qM

b´ x

ż x

x0

`x´ t

b´ t

˘n
dt

ď
pn` 1qM

b´ x

`x´ x0

b´ x0
qnpx´ x0

˘

Ñ 0 pn Ñ 8q.

p2q x ă x0. 此时, 如果 x0 ´ x ă b´ x0, 则

|Rnpxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ż x

x0

f pn`1qptq

n!
px´ tqndt

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż x0

x

f pn`1qptq

n!
pt´ xqndt

ď
1
n!
f pn`1qpx0q

ż x0

x

pt´ xqndt

ď
1
n!

pn` 1q!M
pb´ x0qn`1

px0 ´ xqn`1

n` 1

ď M
`x0 ´ x

b´ x0

˘n`1
Ñ 0 pn Ñ 8q,

或

|Rnpxq| “
1

pn` 1q!
px0 ´ xqn`1f pn`1qpξq

ď
1

pn` 1q!
px0 ´ xqn`1f pn`1qpx0q

ď M
`x0 ´ x

b´ x0

˘n`1
Ñ 0 pn Ñ 8q.

总之, 余项的确是趋于零的. �
作为例子, 函数 fpxq “ ex 在 p´8,8q 中的各阶导数均大于零, 按照 Bernstein

定理, 我们立即就得到等式

ex “ 1 ` x`
x2

2!
` ¨ ¨ ¨ `

xn

n!
` ¨ ¨ ¨ , @ x P p´8,`8q.

我们也可以在这儿再看看前节 (9.3) 式. 当 x P p´π, πq 时, 根据逐项求导易见, 函

数
1

sin2 x
´

1
x2
的各阶导数非负, 因此有 (注意偶函数的展开无奇次幂项)

1
sin2 x

´
1
x2

“

8
ÿ

m“0

a2m

p2mq!
x2m, @ x P p´π, πq,
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其中

a2m “

´ 1
sin2 x

´
1
x2

¯p2mq

p0q “ 2
8
ÿ

n“1

p2m` 1q!
pnπq2m`2

“ 2p2m` 1q!
ζp2m` 2q

π2m`2
,

因此有

1
sin2 x

´
1
x2

“

8
ÿ

m“0

ζp2m` 2q

π2m`2
p4m` 2qx2m, @ x P p´π, πq. (9.9)

定理 9.3.9. 设 R ą 0, f 在 px0 ´R, x0 `Rq 中无限次可导. 如果存在 M ą 0

使得

|f pnqpxq| ď Mn, @ x P px0 ´R, x0 `Rq, @ n ě 1.

则

fpxq “

8
ÿ

n“0

f pnqpx0q

n!
px´ x0qn, @ x P px0 ´R, x0 `Rq.

证明. 当 x P px0 ´R, x0 `Rq时,由 Taylor公式的 Lagrange余项表示,我们有

ˇ

ˇ

ˇ
fpxq ´

n
ÿ

k“0

f pkqpx0q

k!
px´ x0qk

ˇ

ˇ

ˇ
“ |Rnpxq|

“

ˇ

ˇ

ˇ

f pn`1qpξq

pn` 1q!
px´ x0qn`1

ˇ

ˇ

ˇ

ď
Mn`1Rn`1

pn` 1q!
Ñ 0 pn Ñ 8q.

因此

fpxq “

8
ÿ

n“0

f pnqpx0q

n!
px´ x0qn.

这说明 f 在 x0 处的 Taylor 展开的确收敛到 f 自身. �

例 9.3.7. 考虑幂级数
8
ř

n“0

`

α
n

˘

xn, 其中 α P RzZ,

an “

ˆ

α

n

˙

“
αpα ´ 1q ¨ ¨ ¨ pα´ n` 1q

n!
. (广义组合数)

由于
ˇ

ˇ

ˇ

an`1

an

ˇ

ˇ

ˇ
“

ˇ

ˇ

ˇ

α´ n

n` 1

ˇ

ˇ

ˇ
Ñ 1, n

a

|an| Ñ 1 pn Ñ 8q,

故此幂级数的收敛半径为 1.
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记 fpxq “
8
ř

n“0

`

α
n

˘

xn, x P p´1, 1q. 在 p´1, 1q 中逐项求导, 有

p1 ` xqf 1pxq “ p1 ` xq

8
ÿ

n“1

ˆ

α

n

˙

nxn´1

“

8
ÿ

n“1

n

ˆ

α

n

˙

xn´1 `

8
ÿ

n“1

n

ˆ

α

n

˙

xn

“

ˆ

α

1

˙

`

8
ÿ

n“1

„

pn` 1q

ˆ

α

n` 1

˙

` n

ˆ

α

n

˙ȷ

xn

“ α `

8
ÿ

n“1

α

ˆ

α

n

˙

xn “ αfpxq,

这说明

rp1 ` xq´αfpxqs1 “ ´αp1 ` xq´α´1fpxq ` p1 ` xq´αf 1pxq “ 0,

从而

p1 ` xq´αfpxq ” c.

由 fp0q “ 1 知 fpxq “ p1 ` xqα, x P p´1, 1q. 即

p1 ` xqα “

8
ÿ

n“0

ˆ

α

n

˙

xn, @ x P p´1, 1q.

特别地, 取 α “ ´
1
2
, 并以 ´x2 代替 x 得

1
?

1 ´ x2
“ 1 `

8
ÿ

n“1

p2n´ 1q!!
p2nq!!

x2n, @ x P p´1, 1q.

对此幂级数逐项积分, 得 (约定 p´1q!! “ 1, 0!! “ 1)

arcsinx “

8
ÿ

n“0

p2n´ 1q!!
p2nq!!

x2n`1

2n` 1
, @ x P p´1, 1q.

由于在 x “ ˘1 处右式收敛 ( §8.2 节的例子), 故上式在 r´1, 1s 上均成立, 并且在

r´1, 1s 中一致收敛. 代入 x “ sin t, 得

t “

8
ÿ

n“0

p2n´ 1q!!
p2nq!!

sin2n`1 t

2n` 1
, @ t P r´

π

2
,
π

2
s,

并且上式是一致收敛的 (为什么?). 再次逐项积分, 得

π2

8
“

ż π
2

0

t dt “

8
ÿ

n“0

p2n´ 1q!!
p2nq!!

1
2n` 1

ż π
2

0

sin2n`1 tdt

“

8
ÿ

n“0

p2n´ 1q!!
p2nq!!

1
2n` 1

p2nq!!
p2n` 1q!!

“

8
ÿ

n“0

1
p2n` 1q2
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由此容易得到下面的求和等式

π2

6
“

8
ÿ

n“1

1
n2

“ ζp2q.

例 9.3.8. 求积分 I “

ż 1

0

lnp1 ` xq

x
dx.

解. 根据 lnp1 ` xq 的 Taylor 展开可得

lnp1 ` xq

x
“

8
ÿ

n“1

p´1qn´1xn´1

n
, x P p´1, 1s.

上式在 r0, 1s 上一致收敛, 因此可逐项积分:

I “

ż 1

0

lnp1 ` xq

x
dx “

8
ÿ

n“1

p´1qn´1

n

ż 1

0

xn´1dx “

8
ÿ

n“1

p´1qn´1

n2
“
π2

12
.

§9.3.3 幂级数的乘法和除法运算

� 本小节内容可以作为选读材料.

定理 9.3.10. 设幂级数
8
ř

n“0
anx

n 和
8
ř

n“0
bnx

n 在区间 p´R,Rq 中均收敛, 则

`

8
ÿ

n“0

anx
n
˘`

8
ÿ

n“0

bnx
n
˘

“

8
ÿ

n“0

cnx
n “

8
ÿ

n“0

`

ÿ

i`j“n

aibj
˘

xn, @ x P p´R,Rq.

证明. 只要证明对任意闭区间 I Ă p´R,Rq等式成立即可.在闭区间 I 上,幂级

数
8
ř

n“0
anx

n 和
8
ř

n“0
bnx

n 都是绝对一致收敛的, 因此, 根据数项级数乘积的 Cauchy

定理, 有

`

8
ÿ

n“0

anx
n
˘`

8
ÿ

n“0

bnx
n
˘

“

8
ÿ

n“0

ÿ

i`j“n

paix
iqpbjx

jq “

8
ÿ

n“0

`

ÿ

i`j“n

aibj
˘

xn.

这就证明了幂级数的乘法公式. �

例 9.3.9. 函数
1

p1 ´ xq2
的幂级数展开.

我们知道, 当 x P p´1, 1q 时, 有

1
1 ´ x

“

8
ÿ

n“0

xn “ 1 ` x` x2 ` ¨ ¨ ¨ ` xn ` ¨ ¨ ¨ , (9.10)

由幂级数的乘积公式, 得

1
p1 ´ xq2

“
`

8
ÿ

n“0

xn
˘`

8
ÿ

n“0

xn
˘

“

8
ÿ

n“0

`

ÿ

i`j“n

1 ¨ 1
˘

xn “

8
ÿ

n“0

pn` 1qxn.

这个等式也可以通过对 (9.10) 逐项求导得到. �



§9.3 幂级数 123

例 9.3.10. 设 r P p´1, 1q, x P R, 求下面级数的和:

1 `

8
ÿ

n“1

rn cosnx.

解. 我们计算级数的乘积:

`

1 ´ 2r cosx` r2
˘`

1 `

8
ÿ

n“1

rn cosnx
˘

“ 1 ´ 2r cosx` r2 `

8
ÿ

n“1

rn cosnx´ 2r
8
ÿ

n“1

rn cosx cosnx`

8
ÿ

n“1

rn`2 cosnx

“ 1 ´ 2r cosx` r2 `

8
ÿ

n“1

rn cosnx´ r
8
ÿ

n“1

rn
`

cospn´ 1qx` cospn` 1qx
˘

`

8
ÿ

n“1

rn`2 cosnx

“ 1 ´ r cosx.

由此可得等式

1 ´ r cosx
1 ´ 2r cosx` r2

“ 1 `

8
ÿ

n“1

rn cosnx, r P p´1, 1q. (9.11)

将上式中右端的 1 移到左端, 两边除以 r, 再关于 r 逐项积分, 得

lnp1 ´ 2r cosx` r2q “ ´2
8
ÿ

n“1

rn

n
cosnx, r P p´1, 1q. (9.12)

如果上式关于 x 积分, 则得如下 Poisson 积分
ż π

0

lnp1 ´ 2r cosx` r2qdx “ 0, |r| ă 1. (9.13)

下面我们考虑幂级数的除法运算, 它可以看成是乘法运算的逆运算.

定理 9.3.11. 设幂级数
8
ř

n“0
anx

n 在 p´R,Rq pR ą 0q 中收敛, a0 ‰ 0. 则存在

r ą 0, 使得幂级数
8
ř

n“0
bnx

n 在 p´r, rq 中收敛, 且

`

8
ÿ

n“0

anx
n
˘`

8
ÿ

n“0

bnx
n
˘

” 1, @ x P p´r, rq,

或写为
1

a0 ` a1x` ¨ ¨ ¨ ` anxn ` ¨ ¨ ¨
“ b0 ` b1x` ¨ ¨ ¨ ` bnx

n ` ¨ ¨ ¨ .
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证明. 不妨设 a0 “ 1. 下面,我们递归地定义 bn如下: 令 b0 “ 1,当 b0, ¨ ¨ ¨ , bn´1

已定义好后, 令

bn “ ´

n´1
ÿ

i“0

an´ibi, n ě 1.

我们来说明幂级数
8
ř

n“0
bnx

n 具有正的收敛半径. 事实上,因为
8
ř

n“0
anx

n 在 p´R,Rq

中收敛, 故存在 M ą 0, 使得

ˇ

ˇ

ˇ
an

`R

2
˘n
ˇ

ˇ

ˇ
ď M, @ n ě 0.

因此有
ˇ

ˇ

ˇ
bn
`R

2
˘n
ˇ

ˇ

ˇ
ď

n´1
ÿ

i“0

ˇ

ˇ

ˇ
an´i

`R

2
˘n´i

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ
bi
`R

2
˘i
ˇ

ˇ

ˇ
ď M

n´1
ÿ

i“0

ˇ

ˇ

ˇ
bi
`R

2
˘i
ˇ

ˇ

ˇ
,

由此利用归纳法不难得到下面的估计

ˇ

ˇ

ˇ
bn
`R

2
˘n
ˇ

ˇ

ˇ
ď p1 `Mqn, @ n ě 0.

这说明, 幂级数
8
ř

n“0
bnx

n 的收敛半径至少为 r “
R

2p1 `Mq
. 根据 tbnu 的构造, 显

然有 (我们假设了 a0 “ 1)

`

8
ÿ

n“0

anx
n
˘`

8
ÿ

n“0

bnx
n
˘

“

8
ÿ

n“0

`

ÿ

i`j“n

aibj
˘

xn “ 1.

这就证明了定理. �

例 9.3.11. Bernoulli 数.

考虑函数
x

ex ´ 1
的幂级数展开:

x

ex ´ 1
“

8
ÿ

n“0

Bn

n!
xn, (9.14)

其系数 Bn 称为第 n 个 Bernoulli 数. 我们有

x

ex ´ 1
“

´ex ´ 1
x

¯´1

“

´

8
ÿ

n“0

xn

pn` 1q!

¯´1

“ 1 ´
x

2
`
x2

12
´

x4

720
`

x6

30240
´

x8

1209600
` ¨ ¨ ¨

注意到上式中当 n ě 1 时 B2n`1 “ 0, 这是因为

x

ex ´ 1
`
x

2
“
x

2
ex ` 1
ex ´ 1

“
x

2
coth

x

2
,
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即
x

ex ´ 1
`
x

2
为偶函数的缘故.

根据幂级数的除法公式, 我们容易得到 Bn 的如下递推公式:

B0 “ 1, Bn “ ´
1

n` 1

n´1
ÿ

k“0

Ck
n`1Bk.

例如, 开头的几个 Bernoulli 数为

B0 “ 1, B1 “ ´
1
2
, B2 “

1
6
, B3 “ B5 “ B7 “ 0, B4 “ ´

1
30
, B6 “

1
42
, B8 “ ´

1
30
.

Bernoulli 数在许多学科 (比如数论) 中都有重要的应用. 我们下面把它们和

Riemann-Zeta 函数的值联系起来. 首先, 我们将 (9.14) 改写为

x cothx “

8
ÿ

n“0

22nB2n

p2nq!
x2n. (9.15)

其次, 从第八章第四节 (8.3) 式出发, 我们有

ln
` sinhx

x

˘

“

8
ÿ

n“1

ln
` x2

n2π2
` 1

˘

,

上式两边求导, 得

x cothx “ 1 ` 2x2
8
ÿ

n“1

1
x2 ` n2π2

“ 1 ` 2x2
8
ÿ

n“1

8
ÿ

m“0

p´1qm

pnπq2

` x

nπ

˘2m

“ 1 ` 2x2
8
ÿ

m“0

8
ÿ

n“1

p´1qmx2m

pnπq2m`2

“ 1 `

8
ÿ

m“0

2p´1qmζp2m` 2q

π2m`2
x2m`2.

将上式和 (9.15) 对比, 我们就得到了重要的等式

ζp2nq “ p´1qn´1 22nB2nπ
2n

2p2nq!
, @ n ě 1. (9.16)

例如, 从上式可得
8
ÿ

n“1

1
n4

“ ζp4q “ ´
24B4π

4

2 ¨ 4!
“
π4

90
,

以及
8
ÿ

n“1

1
n6

“ ζp6q “
26B6π

6

2 ¨ 6!
“

π6

945
,

等等; 并且从 (9.16) 我们还可以知道 (9.14) 中幂级数的收敛半径为 2π.
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例 9.3.12. Euler 数.

考虑函数
2ex

e2x ` 1
的展开式

2ex

e2x ` 1
“

8
ÿ

n“0

En

n!
xn,

其系数 En 称为 Euler 数. 因为
2ex

e2x ` 1
“

1
coshx

是偶函数, 故上式也可写为

1
coshx

“

8
ÿ

n“0

E2n

p2nq!
x2n. (9.17)

因为 coshx “
8
ř

n“0

x2n

p2nq!
, 由幂级数的除法公式可得如下递推公式

E0 “ 1, E2n´1 “ 0, E2n “ ´

n´1
ÿ

l“0

C2l
2nE2l, n ě 1.

§9.3.4 母函数方法

� 本小节内容可以作为选读材料. 设 tanu 为一列实数, 我们将形式幂级数

8
ÿ

n“0

anx
n

`

有时是
8
ÿ

n“0

an

n!
xn

˘

称为 tanu 的生成函数或母函数. 例如, 广义组合数 t
`

α
n

˘

u 的母函数为 p1 ` xqα,

Bernoulli 数的母函数为
x

ex ´ 1
.

通过对母函数做幂级数的四则运算和求导以及积分等,我们可以了解母函数的

性质, 进而了解数列 tanu 的性质, 这种办法称为母函数方法. 我们以下举例说明.

例 9.3.13. 设 α, β P R, 证明组合恒等式

n
ÿ

k“0

ˆ

α

k

˙ˆ

β

n´ k

˙

“

ˆ

α` β

n

˙

, @ n ě 1.

证明. 考虑等式

p1 ` xqα ¨ p1 ` xqβ “ p1 ` xqα`β , |x| ă 1.

用幂级数表示, 上式成为

´

8
ÿ

n“0

ˆ

α

n

˙

xn
¯

¨

´

8
ÿ

n“0

ˆ

β

n

˙

xn
¯

“

8
ÿ

n“0

ˆ

α` β

n

˙

xn,

利用幂级数的乘法公式, 比较等式两边 xn 项的系数就得到了恒等式的证明. �
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例 9.3.14. 设 α P R, 证明组合恒等式

n
ÿ

k“0

p´1qk

ˆ

α

k

˙ˆ

α

2n´ k

˙

“ p´1qn

ˆ

α

n

˙

, @ n ě 1.

证明. 考虑等式

p1 ` xqα ¨ p1 ´ xqα “ p1 ´ x2qα, |x| ă 1.

用幂级数表示, 上式成为

´

8
ÿ

n“0

ˆ

α

n

˙

xn
¯

¨

´

8
ÿ

n“0

p´1qn

ˆ

α

n

˙

xn
¯

“

8
ÿ

n“0

p´1qn

ˆ

α

n

˙

x2n,

利用幂级数的乘法公式, 比较等式两边 x2n 项的系数就得到了恒等式的证明. �

例 9.3.15. Fibonacci 数列.

设数列 tanu 由以下递推关系决定:

a0 “ a1 “ 1, an “ an´1 ` an´2, n ě 2.

an 称为第 n 个 Fibonacci 数. 我们利用母函数来求 an 的通项公式. 记

fpxq “

8
ÿ

n“0

anx
n,

则

p1 ´ x´ x2qfpxq “ 1 `

8
ÿ

n“2

pan ´ an´1 ´ an´2qxn “ 1,

因此

fpxq “
1

1 ´ x´ x2
.

记 x1, x2 为方程 1 ´ x´ x2 “ 0 的根:

x1 “
´1 `

?
5

2
, x2 “

´1 ´
?

5
2

,

则

fpxq “
1

x2 ´ x1

´ 1
x´ x1

´
1

x´ x2

¯

“

8
ÿ

n“0

1
x2 ´ x1

´ 1
xn`1

2

´
1

xn`1
1

¯

xn,

因此

an “
1

x2 ´ x1

´ 1
xn`1

2

´
1

xn`1
1

¯

“
1

px1x2qn`1

xn`1
1 ´ xn`1

2

x2 ´ x1

“
1

?
5

„

´1 `
?

5
2

¯n`1

´

´1 ´
?

5
2

¯n`1
ȷ

, @ n ě 0.
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例 9.3.16. Bernoulli 多项式.

设 t 为实数, 考虑函数
xetx

ex ´ 1
关于 x 的幂级数展开

xetx

ex ´ 1
“

8
ÿ

n“0

Bnptq

n!
xn,

其系数 Bnptq 称为第 n 个 Bernoulli 多项式. 为了看出 Bnptq 的确是关于 t 的多项

式, 我们要利用幂级数的乘积公式. 从等式
8
ÿ

n“0

Bnptq

n!
xn “

x

ex ´ 1
etx “

´

8
ÿ

n“0

Bn

n!
xn

¯´

8
ÿ

n“0

tn

n!
xn

¯

中比较两端 xn 的系数, 得

Bnptq “

n
ÿ

k“0

Ck
nBn´kt

k, n ě 0. (9.18)

因此 Bnptq 是关于 t 的 n 次多项式, 且 Bnp0q “ Bn. 另一方面, 由定义

xetx

ex ´ 1
“

8
ÿ

n“0

Bnptq

n!
xn,

xept`1qx

ex ´ 1
“

8
ÿ

n“0

Bnpt` 1q

n!
xn

两式相减, 得
8
ÿ

n“0

Bnpt` 1q ´Bnptq

n!
xn “ xetx “

8
ÿ

n“0

tn

n!
xn`1,

比较等式两边 xk`1 的系数, 得

Bk`1pt` 1q ´Bk`1ptq “ pk ` 1qtk, @ k ě 1. (9.19)

在上式中分别取 t “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n, 再把这些等式相加, 得

1k ` 2k ` ¨ ¨ ¨ ` nk “
Bk`1pn` 1q ´Bk`1p1q

k ` 1
.

在 (9.19) 中取 t “ 0 知 Bk`1p1q “ Bk`1p0q “ Bk`1, 再利用 (9.18), 上式可改写为

1k ` 2k ` ¨ ¨ ¨ ` nk “
1

k ` 1

k`1
ÿ

l“1

Cl
k`1Bk`1´lpn` 1ql. (9.20)

特别地, 当 k “ 2 时可得

12 ` 22 ` ¨ ¨ ¨ ` n2 “
1
3
“1
2

pn` 1q ´
3
2

pn` 1q2 ` pn` 1q3
‰

“
1
6
npn` 1qp2n` 1q;

当 k “ 3 时可得

13 ` 23 ` ¨ ¨ ¨ ` n3 “
1
4

rpn` 1q2 ´ 2pn` 1q3 ` pn` 1q4s “
1
4
n2pn` 1q2.

读者可以将这里的方法与前一章第三节的方法做对比.

习题 9.3
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1. 设
8
ÿ

n“1

anx
n 在 x “ R ą 0 处收敛, 证明

8
ÿ

n“1

anx
n 在 r0, Rs 中一致收敛.

2. 设
8
ÿ

n“1

p´1qn´1an2n 收敛, 证明
8
ÿ

n“1

an 绝对收敛.

3. 求下列幂级数的收敛半径, 并判断它们在收敛区间端点的收敛性:

p1q

8
ÿ

n“1

xn

npn` 1q
; p2q

8
ÿ

n“1

p1 `
1
n

qn2
xn;

p3q

8
ÿ

n“1

pn!q2

p2nq!
xn; p4q

8
ÿ

n“1

p1 `
1
2

` ¨ ¨ ¨ `
1
n

qxn;

p5q

8
ÿ

n“1

xn

nα
, α P R; p6q

8
ÿ

n“1

pln
n2 ` α2

n2
qxn, α P R.

4. 求幂级数
8
ÿ

n“1

sinnα
n

xn

的收敛半径, 其中 α 为常数.

5. 利用幂级数
8
ÿ

n“0

p´1qnx2n “
1

1 ` x2
, x P p´1, 1q 证明

arctanx “

8
ÿ

n“0

p´1qn x
2n`1

2n` 1
, x P r´1, 1s.

6. 利用幂级数
8
ÿ

n“0

p´1qn

4n` 1
x4n`1 求级数

8
ÿ

n“0

p´1qn

4n` 1
的和.

7. 求下列级数之和:

p1q

8
ÿ

n“1

n2 ` 1
n

xn, p2q

8
ÿ

n“1

n3xn, p3q

8
ÿ

n“0

1
3!

pn` 1qpn` 2qpn` 3qxn.

8. p˚q 推导下列等式 (x P p´π, πq):

1
x

´ cotx “

8
ÿ

k“1

2ζp2kq

π2k
x2k´1,

1
sinx

´
1
x

“

8
ÿ

k“1

ζp2kq

π2k
p2 ´ 22´2kqx2k´1.

9. 证明等式

lnpx`
a

1 ` x2q “

8
ÿ

n“0

p´1qn p2n´ 1q!!
p2nq!!

x2n`1

2n` 1
, x P r´1, 1s.
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10. 证明

1 `

8
ÿ

n“1

p2n´ 1q!!
p2nq!!

1
p2n` 1q2

“
π

2
ln 2.

11. 设 Spxq “

8
ÿ

n“0

anx
n 的收敛半径为 R ą 0, 则

p1q 当
8
ÿ

n“0

anR
n`1

n` 1
收敛时, 有

ż R

0

Spxqdx “

8
ÿ

n“0

anR
n`1

n` 1
;

p2q 当
8
ÿ

n“1

nanR
n´1 收敛时, 有

S1pRq “

8
ÿ

n“1

nanR
n´1.

12. 设幂级数
8
ÿ

n“0

anx
n 在开区间 p´R,Rq 中一致收敛, 则它在闭区间 r´R,Rs 中

也是一致收敛的.

13. 设 an ą 0, 且幂级数
8
ÿ

n“1

anx
n 的收敛半径为 R. 证明

lim
xÑR´

8
ÿ

n“1

anx
n “

8
ÿ

n“1

anR
n.

注意上式中的后者可能是发散的, 此时要证明的是左式极限为 `8.

14. p˚q 证明下面的等式

x cotx “

8
ÿ

n“0

p´1qn 22nB2n

p2nq!
x2n, x P p´π, πq.

15. p˚q 证明下面的等式

1
cosx

“

8
ÿ

n“0

p´1qn E2n

p2nq!
x2n, x P p´

π

2
,
π

2
q.

§9.4 函数项级数的进一步讨论

� 本节内容可以作为选读材料.
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§9.4.1 近似计算回顾

(1) 几个常数的近似计算

例 9.4.1. π 的近似计算.

我们可以用 arctanx 的如下幂级数展开

arctanx “ x´
x3

3
`
x5

5
´
x7

7
` ¨ ¨ ¨

以及交错级数的误差估计来计算 π. 利用等式

tanpu` vq “
tanu` tan v

1 ´ tanu tan v
,

当 u “ arctanp1{5q 时, 有

tanp2uq “
2{5

1 ´ p1{5q2
“ 5{12, tanp4uq “

10{12
1 ´ p5{12q2

“ 120{119.

因此

tan
`

4u´
π

4
˘

“
120{119 ´ 1
1 ` 120{119

“ 1{239,

这就得到下面等式
π

4
“ 4 arctan

1
5

´ arctan
1

239
, (9.21)

或改写为如下的 Machin 公式

π “ 16
8
ÿ

n“0

p´1qn

p2n` 1q52n`1
´ 4

8
ÿ

n“0

p´1qn

p2n` 1q2392n`1
, (9.22)

这个公式已经可用于实际的计算了 (1706 年, Machin 用这个公式将 π 计算到了小

数点后 100 位). 类似地, 我们可以得到等式

2 arctan
1
10

“ arctan
1
5

` arctan
1

515
,

从而有

π “ 32 arctan
1
10

´ 4 arctan
1

239
´ 16 arctan

1
515

“ 32
` 1
10

´
1
3

1
103

`
1
5

1
105

´
1
7

1
107

`
1
9

1
109

´
1
11

1
1011

˘

` δ1

´ 4
` 1
239

´
1
3

1
2393

˘

´ δ2 ´ 16
` 1
515

´
1
3

1
5153

˘

´ δ3,

其中
32
13

ˆ 10´13 ´
32
15

ˆ 10´15 ă δ1 ă
32
13

ˆ 10´13,

因此

0.24 ˆ 10´12 ă δ1 ă 0.25 ˆ 10´12,
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同理,

1.02 ˆ 10´12 ă δ2 ă 1.03 ˆ 10´12, 0.08 ˆ 10´12 ă δ3 ă 0.09 ˆ 10´12,

因此

´0.88 ˆ 10´12 ă δ1 ´ δ2 ´ δ3 ă ´0.85 ˆ 10´12.

另一方面,

π « 32
` 1
10

´
1
3

1
103

`
1
5

1
105

´
1
7

1
107

`
1
9

1
109

´
1
11

1
1011

˘

´ 4
` 1
239

´
1
3

1
2393

˘

´ 16
` 1
515

´
1
3

1
5153

˘

“ 3.14159265359066...

因此得到

3.14159265358978 ă π ă 3.14159265358982,

上述 π 的值精确到了小数点后第 12 位.

如何更快地精确计算 π 是一个很有意思的数学问题. 1914年,印度天才数学家

Ramanujan 发表了一系列公式, 其中一个为

1
π

“
2

?
2

9801

8
ÿ

k“0

p4kq!
pk!q444k

p1103 ` 26390kq

994k
, (9.23)

这个公式的每一项可提供 π 的大约 8 位有效数字. 1988 年, Chudnovsky 兄弟得到

了公式
1
π

“ 12
8
ÿ

k“0

p´1qk p6kq!
p3k!qpk!q3

p13591409 ` 545140134kq

6403203k`3{2
, (9.24)

这个公式的每一项可提供 π 的大约 15 位有效数字. 很快, 收敛得更快的类似的公

式也被发现了. 另一方面, 1996 年, Baily, Borwein 和 Plouffe 发现了下面的公式

π “

8
ÿ

k“0

` 4
8k ` 1

´
2

8k ` 4
´

1
8k ` 5

´
1

8k ` 6
˘ 1
16k

, (9.25)

他们利用这个公式证明了, 在 2 进制下可以直接计算 π 的第 n 位小数而无需知道

其前 n´ 1 位小数的值. 现在, 人们利用已经发现的这些算法在计算机上进行 π 的

快速高精度计算, 这也成为了检验计算机运行速度的初步手段.

例 9.4.2. ln 2 的计算.

与 π 的计算类似, 我们利用幂级数

arctanhx “
1
2

ln
1 ` x

1 ´ x
“

8
ÿ

k“0

x2k`1

2k ` 1
, |x| ă 1
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来计算 ln 2. 如果在上式中取 x “ 1{3, 则得到公式

ln 2 “
2
3

8
ÿ

k“0

1
p2k ` 1q9k

, (9.26)

这个公式已经可以用于实际的计算. 与 Machin 公式类似, 利用等式

`27
25

˘9`4800
4802

˘`8750
8748

˘4
“ 2

可得

ln 2 “ 18arctanh
1
26

´ 2arctanh
1

4801
` 8arctanh

1
8749

“ 18
` 1
26

`
1

3 ¨ 263
`

1
5 ¨ 265

`
1

7 ¨ 267
`

1
9 ¨ 269

˘

´ 2
` 1
4801

`
1

3 ¨ 48013

˘

` 8
` 1
8749

`
1

3 ¨ 87493

˘

` δ,

其中

δ “ 18
` 1
11 ¨ 2611

`
1

13 ¨ 2613
` ¨ ¨ ¨

˘

´ 2
` 1
3 ¨ 48015

` ¨ ¨ ¨
˘

` 8
` 1
5 ¨ 87495

` ¨ ¨ ¨
˘

,

易见

18
11 ¨ 2611

ă δ ă
18

11 ¨ 2611

`

1 `
1

262
`

1
264

` ¨ ¨ ¨
˘

“
18

11 ¨ 25 ¨ 27 ¨ 269
,

从而有

0.44 ˆ 10´15 ă δ ă 0.45 ˆ 10´15.

另一方面,

ln 2 « 18
` 1
26

`
1

3 ¨ 263
`

1
5 ¨ 265

`
1

7 ¨ 267
`

1
9 ¨ 269

˘

´ 2
` 1
4801

`
1

3 ¨ 48013

˘

` 8p
1

8749
`

1
3 ¨ 87493

˘

“ 0.6931471805599485...

最后得到

0.6931471805599529 ă ln 2 ă 0.6931471805599531,

上述 ln 2 的值精确到了小数点后第 14 位.

例 9.4.3.
?

2 的计算.

我们利用幂级数展开

p1 ´ xq´ 1
2 “ 1 `

8
ÿ

n“1

p2n´ 1q!!
p2nq!!

xn, |x| ă 1
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来计算
?

2. 从 p0 “ q0 “ 1 出发, 递归地定义正整数 pk, qk 如下:

p0 “ q0 “ 1, pk “ 3pk´1 ` 4qk´1, qk “ 2pk´1 ` 3qk´1, k ě 1.

容易验证, pk, qk 满足关系

2q2k ´ p2
k “ 1, @ k ě 0.

因此有
?

2 “
pk

qk

´2q2k
p2

k

¯
1
2

“
pk

qk

´

1 ´
1

p2
k ` 1

¯´ 1
2
,

例如, 取 k “ 1, 此时 p1 “ 7, q1 “ 5, 因此有

?
2 “

7
5
`

1 ´
1
50

˘´ 1
2 “

7
5
`

1 `
1
2

1
50

`
3
8

1
503

`
35
128

1
504

` ¨ ¨ ¨
˘

,

这个公式已经可以用于实际的计算. 如果取 k “ 3, 则 p3 “ 239, qk “ 169, 从而

?
2 “

239
169

`

1 `
1
2

1
57122

`
3
8

1
571222

`
5
16

1
571223

˘

` δ,

其中

δ “
239
169

` 35
128

1
571224

`
63
256

1
571225

` ¨ ¨ ¨
˘

,

易见

239
169

35
128

1
571224

ă δ ă
239
169

35
128

1
571224

`

1 `
1

57122
`

1
571222

`
1

571223
` ¨ ¨ ¨

˘

“
239
169

35
128

1
57121 ¨ 571223

,

因此有

0.36 ˆ 10´19 ă δ ă 0.37 ˆ 10´19.

另一方面,
?

2 «
239
169

`

1 `
1
2

1
57122

`
3
8

1
571222

`
5
16

1
571223

˘

“ 1.414213562373095048765...

最后得到

1.414213562373095048801 ă
?

2 ă 1.414213562373095048803,

这个
?

2 的近似值精确到了小数点后第 20 位.

(2) Euler-Maclaurin 公式

在本章前一节最后, 我们定义了 Bernoulli 多项式 Bnptq:

xetx

ex ´ 1
“

8
ÿ

n“0

Bnptq
xn

n!
, (9.27)
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并且已经得到了 Bernoulli 多项式的如下几条性质:

B0 “ 1, B1ptq “ t´
1
2
, Bnp0q “ Bnp1q “ Bn, @ n ě 2.

现在我们再证明几条新的性质.

(i) B1
nptq “ nBn´1ptq, @ n ě 1.

事实上, 在等式 (9.27) 两边关于 t 求导, 得

x2etx

ex ´ 1
“

8
ÿ

n“0

B1
nptq

xn

n!
,

即
8
ÿ

n“0

Bnptq
xn`1

n!
“

8
ÿ

n“1

B1
nptq

xn

n!
,

对比上式两边 xn 的系数即得 B1
nptq “ nBn´1ptq. 从这个等式还可以知道

ż 1

0

Bnptqdt “

ż 1

0

B1
n`1ptq

n` 1
dt “

Bn`1p1q ´Bn`1p0q

n` 1
“ 0, @ n ě 1.

这实际上就确定了 Bnptq的递推关系,按照这个递推关系可以逐步求出这些多项式

的具体表达式. 例如有

B2ptq “ t2 ´ t`
1
6
, B3ptq “ t3 ´

3
2
t2 `

1
2
t.

(ii) Bnp1 ´ tq “ p´1qnBnptq, @ n ě 0.

事实上, 利用

8
ÿ

n“0

Bnp1 ´ tq
xn

n!
“
xep1´tqx

ex ´ 1
“

´xe´tx

e´x ´ 1
“

8
ÿ

n“0

Bnptq
p´xqn

n!
,

对比等式两边 xn 的系数即可.

(iii) B2nptq ´B2n 在 t P r0, 1s 上不变号, @ n ě 0.

这一条可通过归纳法证明. 我们也可以这样来看: 由 (ii) 知 B2n´1p 1
2 q “ 0, 因

此函数 B2n´1ptq 在 r0, 1s 上有 0,
1
2
和 1 这三个零点. 我们断言这也是 B2n´1 的

仅有的三个零点. (反证法) 如果 B2n´1ptq 在 r0, 1s 上还有一个零点, 则根据微分

中值定理, B2n´2ptq “
B1

2n´1ptq

2n´ 1
在 p0, 1q 中至少有三个零点. 再由微分中值定理

即知, B2n´3ptq “
B1

2n´2ptq

2n´ 2
在 p0, 1q 中至少有两个零点, 从而在 r0, 1s 上至少有四

个零点. 如此这样一直讨论下去, 最后会得出结论: B1ptq 在 p0, 1q 中至少有两个零

点, 这就导出了矛盾. 这样我们就说明了, 当 n 为奇数时, Bnptq 在区间 r0,
1
2

s 和

r
1
2
, 1s 上不变号, 因此当 n 为偶数时, Bnptq 分别在区间 r0,

1
2

s 和 r
1
2
, 1s 上单调. 由

Bnp0q “ Bnp1q 易见此时 Bnptq ´Bnp0q 在 r0, 1s 上不变号.
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现在我们利用 Bernoulli多项式来进一步研究积分的近似计算.设 fptq是 r0, 1s

上具有直到 2m` 2 阶连续导数的函数. 利用分部积分, 有
ż 1

0

fptq dt “

ż 1

0

fptqdB1ptq

“ fptqB1ptq
ˇ

ˇ

ˇ

1

0
´

ż 1

0

B1ptqf 1ptqdt

“
1
2

rfp0q ` fp1qs ´
1
2

ż 1

0

f 1ptqdB2ptq

“
1
2

rfp0q ` fp1qs ´
1
2
f 1ptqB2ptq

ˇ

ˇ

ˇ

1

0
`

1
2

ż 1

0

B2ptqf2ptqdt,

利用 B1
3ptq “ 3B2ptq, B3p0q “ B3p1q “ 0 以及 B1

4ptq “ 4B3ptq, 再做两次分部积分:
ż 1

0

fptq dt “
1
2

rfp0q ` fp1qs ´
1
2!
B2rf 1p1q ´ f 1p0qs `

1
3!

ż 1

0

f2ptqdB3ptq

“
1
2

rfp0q ` fp1qs ´
1
2!
B2rf 1p1q ´ f 1p0qs `

1
3!
f2ptqB3ptq

ˇ

ˇ

ˇ

1

0

´
1
3!

ż 1

0

B3ptqf3ptqdt

“
1
2

rfp0q ` fp1qs ´
1
2!
B2rf 1p1q ´ f 1p0qs ´

1
4!

ż 1

0

f3ptqdB4ptq

“
1
2

rfp0q ` fp1qs ´
1
2!
B2rf 1p1q ´ f 1p0qs ´

1
4!
B4rf3p1q ´ f3p0qs

`
1
4!

ż 1

0

B4ptqf p4qptqdt,

我们可以一直象这样做下去, 最后得到
ż 1

0

fptq dt “
1
2

rfp0q ` fp1qs ´

m`1
ÿ

k“1

B2k

p2kq!
rf p2k´1qp1q ´ f p2k´1qp0qs

`
1

p2m` 2q!

ż 1

0

B2m`2ptqf p2m`2qptqdt, (9.28)

这个公式称为 Euler-Maclaurin 公式. 由于 B2m`2ptq ´ B2m`2 在 r0, 1s 上不变号,

由积分中值定理知
ż 1

0

pB2m`2ptq ´B2m`2qf p2m`2qptqdt “ f p2m`2qpξq

ż 1

0

pB2m`2ptq ´B2m`2qdt

“ ´f p2m`2qpξqB2m`2, ξ P r0, 1s.

因此 (9.28) 可以改写为
ż 1

0

fptq dt “
1
2

rfp0q ` fp1qs ´

m
ÿ

k“1

B2k

p2kq!
rf p2k´1qp1q ´ f p2k´1qp0qs

´
B2m`2

p2m` 2q!
f p2m`2qpξq, ξ P r0, 1s. (9.29)
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以上是对定义在区间 r0, 1s上的函数 f 进行讨论的. 对于一般的区间 ra, bs,利

用变量替换 x “ pb´ aqt` a 就可以得到

ż b

a

fpxq dx “
1
2

pb´ aqrfpaq ` fpbqs ´

m
ÿ

k“1

B2k

p2kq!
pb´ aq2krf p2k´1qpbq ´ f p2k´1qpaqs

´
B2m`2

p2m` 2q!
pb´ aq2m`2f p2m`2qpξqpb´ aq, ξ P ra, bs. (9.30)

我们还可以将区间 ra, bs 作 n 等分, 在每一个小区间上均有上式成立, 这些等式加

起来可得

ż b

a

fpxqdx “
b´ a

2n

n
ÿ

i“1

rfpxi´1q ` fpxiqs ´

m
ÿ

k“1

B2k

p2kq!
`b´ a

n

˘2k
rf p2k´1qpbq ´ f p2k´1qpaqs

´
B2m`2

p2m` 2q!
`b´ a

n

˘2m`2
n
ÿ

i“1

f p2m`2qpξiq
b´ a

n
, ξi P r0, 1s. (9.31)

其中 xi “ a` i
n pb´ aq, ξi P rxi´1, xis. 根据连续函数的介值定理, 存在 ξ P ra, bs, 使

得
1
n

n
ÿ

i“1

f p2m`2qpξiq “ f p2m`2qpξq,

因此 (9.31) 也可以改写为

ż b

a

fpxqdx “
b´ a

2n

n
ÿ

i“1

rfpxi´1q ` fpxiqs ´

m
ÿ

k“1

B2k

p2kq!
`b´ a

n

˘2k
rf p2k´1qpbq ´ f p2k´1qpaqs

´
B2m`2

p2m` 2q!
`b´ a

n

˘2m`2
f p2m`2qpξqpb´ aq, ξ P r0, 1s. (9.32)

这些公式也都称为 Euler-Maclaurin 公式.

(3) Stirling 公式回顾

现在我们利用 Euler-Maclaurin 公式来研究函数 lnx 在区间 r1, ns 上的近似积

分. 我们首先再给出 Bernoulli 多项式的两条性质.

(iv) Bnp 1
2 q “ ´r1 ´ 21´nsBn, @ n ě 0.

事实上, 我们有

8
ÿ

n“0

Bn
px{2qn

n!
“

x{2
epx{2q ´ 1

“
1
2
xepx{2q ` x

ex ´ 1

“
1
2

8
ÿ

n“0

Bnp
1
2

q
xn

n!
`

1
2

8
ÿ

n“0

Bn
xn

n!
.

比较等式两边 xn 的系数即得欲证结论.

(v)在区间 r0, 1s上, B2nptq´B2n与 ´B2n同号,因而 B2nptq´B2n与 B2n`2ptq´

B2n`2 符号相反.
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我们已经在 (iii) 中证明了 B2nptq ´ B2n 不变号, 因而其符号与 B2np 1
2 q ´ B2n

相同. 利用 (iv) 以及 Bernoulli 数 B2n 和 B2n`2 符号相反即得欲证结论.

下面我们考虑定义在 r1,`8q 上的函数 fptq. 假设

p˚q f p2kq 都具有相同的符号, 且 f p2k`1q Ñ 0 pt Ñ 8q.

考虑 fptq 在区间 r1, ns 上的积分. 将 r1, ns 作 n ´ 1 等分, 在每一个长度为 1

的小区间上用 (9.28) 式, 我们有
ż n

1

fptqdt “

n
ÿ

i“1

fpiq ´
1
2
fpnq ´

m
ÿ

k“1

B2k

p2kq!
f p2k´1qpnq `Rn,

其中

Rn “ ´
1
2
fp1q ´

m
ÿ

k“1

B2k

p2kq!
f p2k´1qp1q

`
1

p2m` 2q!

n´1
ÿ

i“1

ż 1

0

pB2m`2ptq ´B2m`2qf p2m`2qpi` tqdt,

由条件 p˚q 不难看出极限 lim
nÑ8

Rn 存在, 记为 R. 于是

Rn ´R “ ´
1

p2m` 2q!

8
ÿ

i“n

ż 1

0

pB2m`2ptq ´B2m`2qf p2m`2qpi` tqdt.

如果做两次分部积分, 我们将得到

´
1

p2m` 4q!

8
ÿ

i“n

ż 1

0

pB2m`4ptq ´B2m`4qf p2m`4qpi` tqdt

“ pRn ´Rq `
B2m`2

p2m` 2q!
f2m`1pnq,

根据 (v), 上式左端与右端第一项不同号, 因而右端两项不同号, 且存在 θn P p0, 1q,

使得

Rn ´R “ ´θn
B2m`2

p2m` 2q!
f p2m`1qpnq,

最后我们得到如下公式
ż n

1

fptqdt “

n
ÿ

i“1

fpiq ´
1
2
fpnq ´

m
ÿ

k“1

B2k

p2kq!
f p2k´1qpnq

`R ´ θn
B2m`2

p2m` 2q!
f p2m`1qpnq, θn P p0, 1q. (9.33)

对函数 fptq “ ln t 用这个公式, 得

n lnn´ n “ C ` lnpn!q ´
1
2

lnn´

m
ÿ

k“1

B2k

2kp2k ´ 1q

1
n2k´1

´ θn
B2m`2

p2m` 2qp2m` 1q

1
n2k`1

, θn P p0, 1q.
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用 §5.8 或 §7.1.5 中得到的 Stirling 公式

n! “
?

2πn
`n

e

˘n
eδn (9.34)

代入前式并令 n Ñ 8 可知 C “ ´
1
2

lnp2πq, 且得到 δn 的如下展开式

δn “

m
ÿ

k“1

B2k

2kp2k ´ 1q

1
n2k´1

` θn
B2m`2

p2m` 2qp2m` 1q

1
n2m`1

, θn P p0, 1q.

例如, 取 m “ 1 得

δn “
B2

2
1
n

` θn
B4

12
1
n3

“
1

12n
´

θn

360n3
, θn P p0, 1q;

再取 m “ 2 得

δn “
1

12n
´

1
360n3

`
θn

1260n5
, θn P p0, 1q;

等等. (9.34) 也可写为

n! “ nne´n
?

2πn
`

1 `
1

12n
`

1
288n2

´
139

51480n3
´

571
2488320n4

` ¨ ¨ ¨
˘

.

这个公式比 §7.1.5 节中得到的估计要精确得多.

§9.4.2 用级数构造函数

(1) 处处连续但无处可导的函数

在数学分析和微积分发展的早期, 人们猜测: 连续函数的不可导点至多只有可

数个. 1872 年, Weierstrass 利用无穷级数的理论给出了一个反例:

fpxq “

8
ÿ

n“0

an ¨ sinpbnxq, p0 ă a ă 1, ab ě 1q

这个函数处处连续但无处可导! 1930 年, Van Der Waerden 给出了更简单的例子,

下面我们讨论的例子基本上就是他举出来的.

用 φpxq表示 x与离它最近的整数之间的距离,这是一个周期为 1的连续函数,

φpxq “

$

’

&

’

%

x, 0 ď x ď
1
2
,

1 ´ x,
1
2

ă x ď 1.

令

fpxq “

8
ÿ

n“0

φp4nxq

4n
, x P R.

因为 0 ď φ ď
1
2
, 故这个函数项级数在整个 p´8,8q 中一致收敛, 这说明 f 在

p´8,8q 中处处连续.
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−2 −1 1 2

φ(x)

0

y

x

图 9.2 锯齿函数

下面我们说明 f 无处可导. 首先注意到 f 也是周期函数, fpxq “ fpx ` 1q,

@ x P R. 我们只要说明 f 在 r0, 1q 中无处可导即可. 先以 x0 “ 0 为例看一下. 取

hm “ 4´m, 则当 n ď m´ 1 时, φp4nhmq “ 4nhm; n ě m 时, φp4nhmq “ 0. 因此

fphmq ´ fp0q

hm
“

m´1
ÿ

n“0

φp4nhmq

4n ¨ hm
“

m´1
ÿ

n“0

1 “ m, @ m ě 1.

因为 hm Ñ 0 pm Ñ 8q, 故上式表明 f 在 0 处不可导.

对于一般的 x0 P p0, 1q, 做法类似. 把 x0 写成 4 进位无穷小数 (对于有限小数,

可在未尾添无穷个 0): x0 “ 0 ¨ x1x2x3 ¨ ¨ ¨xm ¨ ¨ ¨ , 其中 xm 可取 0, 1, 2, 3. 我们这

样选取 hm:

hm “

$

&

%

4´m, 当 xm “ 0 或 2;

´4´m, 当 xm “ 1 或 3.

在 4 进制下, 4nx0 “ x1 ¨ ¨ ¨xn ¨ xn`1 ¨ ¨ ¨xm ¨ ¨ ¨ , 且

4npx0 ` hmq “ x1 ¨ ¨ ¨xn ¨ xn`1 ¨ ¨ ¨ pxm ˘ 1q ¨ ¨ ¨ .

当 n ď m ´ 1 时, 根据 hm 的选取, 4nx0 和 4npx0 ` hmq 之间不含其它整数或半整

数. 此时 φp4npx0 ` hmqq ´ φp4nx0q “ ˘4n ¨ hm, 且

fpx0 ` hmq ´ fpx0q

hm
“

m´1
ÿ

n“0

φp4npx0 ` hmq ´ φp4nx0qq

4n ¨ hm
` 0 “

m´1
ÿ

n“0

˘1.

特别地, m 分别取奇数和偶数时, 上式右边也是奇数或偶数, 因此, hm Ñ 0 pm Ñ

8q, 但极限 lim
mÑ8

fpx0 ` hmq ´ fpx0q

hm
不存在. 故 f 在 x0 处不可导.

注. Weierstrass 要求 ab ą 1 ` 3
2π, 现在的条件是 Hardy 在 1916 年改进的. 在

后续的分析课程中将学习到这样的事实: “大部分” 连续函数都是处处不可导的!

(2) 填满空间的曲线 (Peano 曲线)

1890 年, Peano 构造了连续曲线 σ : I Ñ I2, I “ r0, 1s, 使得 σpIq “ I2. 这和人

们的直观想象大相径庭. 下面我们来给出一个例子, 它是 1938 年由 Schoenberg 提

出的.
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考虑连续函数

ψptq “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

0, t P r0, 1
3 s,

3t´ 1, t P r 1
3 ,

2
3 s,

1, t P r 2
3 , 1s.

将 ψ 延拓为 R 上周期为 2 的偶函数:

ψptq “ ψpt` 2q, ψptq “ ψp´tq, t P R.

1

−2 −1 1 2

ψ(t)

0

y

x

图 9.3 另一锯齿函数

令
$

’

’

&

’

’

%

xptq “
8
ř

n“0

ψp32ntq

2n`1
,

yptq “
8
ř

n“0

ψp32n`1tq

2n`1
,

t P r0, 1s.

因为 0 ď ψ ď 1, 故上面的两个级数一致收敛, 从而 xptq, yptq 连续,

σptq “ pxptq, yptqq : I Ñ I ˆ I

为连续曲线. 可以证明:

p1q σpIq “ I ˆ I; p2q xptq, yptq 无处可导.

注. (i) 类似地可构造填满 I3 的连续曲线.

(ii) (思考题) 如果 σ 是 C1 曲线, 则还它能填满 I2 吗?

(3) 光滑函数的 Taylor 展开的系数可以为任意实数列

设 an P R pn ě 0q, 记 ξn “ n`
n
ř

i“0

|ai|, 令

fpxq “

8
ÿ

n“0

an

n!
ϕpξnxqxn,

其中 ϕ : R Ñ R 为光滑函数, 0 ď ϕ ď 1, 且

ϕpxq “ 1, @ x P r´
1
2
,
1
2

s; ϕpxq “ 0, @ |x| ě 1.

当 n ě 1, |x| ď ξ´1
n , 时,

ˇ

ˇ

ˇ

an

n!
ϕpξnxqxn

ˇ

ˇ

ˇ
ď

|an|

n!
|x|n ď

|an|

n!
1

pξnqn
ď

1
n!
,
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而 |x| ą ξ´1
n 时上式也成立, 故定义 f 的级数一致收敛, f 连续, 且 fp0q “ a0.

可以证明, f 是无穷次可导的, 且

f pnqp0q “ an, @ n ě 1.

p˚q ϕ 是所谓的鼓包函数, 它可以这样构造: 先取

gpxq “

$

&

%

e´ 1
x , x ą 0,

0, x ď 0.

则 g 是光滑函数.

g(x)
1

−1 1
x

y

0

图 9.4 一个特殊的光滑函数

再取

hpxq “
gpxq

gpxq ` gp1 ´ xq
, x P R,

h 也是光滑函数. 最后, 令

ϕpxq “

$

&

%

hp2x` 2q, x ď 0,

hp´2x` 2q, x ą 0.

h(x)
1

−1 1
x

y

0

ϕ(x)

x

y

0

1

−1 1

图 9.5 鼓包函数的构造



第十章 Fourier 分析

我们知道, 光滑函数在局部上可以用多项式逼近, 由此可得出幂级数的概念.

为此在前一章中我们还讨论了更一般的函数项级数. 在工程技术问题中, 人们经常

遇到周期现象, 一个自然的想法就是, 能否将较为复杂的周期现象分解为简单周期

现象的叠加? 历史上, Fourier 在研究热传导问题时用这种想法得出了丰富的结果,

由此引发的很多问题对现代分析学产生了深远的影响.

§10.1 Fourier 级数

函数列

1, cosx, sinx, cos 2x, sin 2x, ¨ ¨ ¨ , cosnx, sinnx, ¨ ¨ ¨

称为三角函数系, 如果这一列函数记为 tφipxqu, 则
ż π

´π

φipxqφjpxqdx “ 0, @ i ‰ j,

这个积分性质称为三角函数系的正交性. 有限和

a0 `

n
ÿ

k“1

pak cos kx` bk sin kxq

称为三角多项式, 而形式和

a0 `

8
ÿ

k“1

pak cos kx` bk sin kxq

称为三角级数, 其中 a0, ak, bk 等称为该三角级数的系数.

三角函数都是周期为 2π 的函数. 一个自然的问题是,如果 f 是一个周期为 2π

的函数, 能否用三角多项式去逼近它? 为了讨论这一问题, 以下我们假定 f 总是

Riemann 可积或广义绝对可积的函数 (即有瑕点但瑕积分绝对收敛的函数).

定义 10.1.1 (Fourier 系数). 设 f 如上. 令

a0 “
1
π

ż π

´π

fpxqdx, ak “
1
π

ż π

´π

fpxq cos kxdx,

bk “
1
π

ż π

´π

fpxq sin kxdx, k “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ .

a0, ak, bk 称为 f 的 Fourier 系数, 形式和

a0

2
`

8
ÿ

k“1

pak cos kx` bk sin kxq

143



144 第十章 Fourier 分析

称为 f 的 Fourier 级数或 Fourier 展开, 记为

fpxq „
a0

2
`

8
ÿ

k“1

pak cos kx` bk sin kxq.

注. p1q 如果 fpxq “
a0

2
`

8
ÿ

k“1

pak cos kx ` bk sin kxq 一致收敛, 则由逐项积分可

得
ż π

´π

fpxqdx “ a0π `

8
ÿ

k“1

´

ak

ż π

´π

cos kxdx` bk

ż π

´π

sin kxdx
¯

“ a0π.

同理,

ż π

´π

fpxq cos kxdx “

ż π

´π

a0

2
cos kxdx`

8
ÿ

m“1

´

am

ż π

´π

cos kx cosmxdx

` bm

ż π

´π

cos kx sinmxdx
¯

“ 0 ` ak

ż π

´π

cos2 kxdx` 0 “ akπ,

对于 bk 有类似结果, 这就是为什么我们要象前面那样定义 Fourier 系数.

p2q 对于 2π 周期函数, 定义其 Fourier 系数时可以在长度为 2π 的任意区间上

积分. 简单的观察表明, 如果 f 为奇函数, 则 ak “ 0, 此时的 Fourier 展开称为正弦

级数; 如果 f 为偶函数, 则 bk “ 0, 此时的 Fourier 展开称为余弦级数.

例 10.1.1. 设 f 为 2π 周期函数, 且

fpxq “

$

’

’

&

’

’

%

1{2, 0 ă x ă π,

0, x “ 0, ˘π,

´1{2, ´π ă x ă 0.

求 f 的 Fourier 展开.

−2π −π π 2π

1
2

−1
2

0

y

x

图 10.1 波形函数
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解. f 为奇函数, 因此 ak “ 0. 而

bk “
1
π

ż π

´π

fpxq sin kxdx “
1
π

1
2

„
ż π

0

sin kxdx´

ż 0

´π

sin kxdx
ȷ

“
1
kπ

r1 ´ p´1qks.

因此就得到了 f 的 Fourier 展开:

fpxq „
2
π

8
ÿ

k“0

sinp2k ` 1qx

2k ` 1
.

例 10.1.2. 设 f 为 2π 周期函数, 且 fpxq “ x2, ´π ď x ď π. 求 f 的 Fourier

展开.

−2π −π π 2π0

y

x

图 10.2 二次函数的周期展开

解. f 为偶函数, 故 bk “ 0, 利用分部积分得

ak “
2
π

ż π

0

x2 cos kxdx “ ´
2
π

ż π

0

2
k
x sin kxdx

“ p´1qk 4
k2
, pk ą 0q

a0 “
1
π

ż π

´π

x2dx “
2
3
π2,

这就得到了 f 的 Fourier 展开:

x2 „
π2

3
` 4

8
ÿ

k“1

p´1qk

k2
cos kx.

为了研究 Fourier 展开的收敛性, 我们需要对系数 ak, bk 做一些估计. 下面的

结果我们在第六章第二节中已经证明过了, 现在再复习一下.

定理 10.1.1 (Riemann-Lebesgue). 设 f 在 ra, bs 上 Riemann 可积或广义绝对

可积, 则

lim
λÑ8

ż b

a

fpxq cosλxdx “ lim
λÑ`8

ż b

a

fpxq sinλxdx “ 0.
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证明. 任给 ε ą 0, Riemann 可积或广义绝对可积的函数 f 可用阶梯函数逼近,

即存在阶梯函数 g, 使得
ż b

a

|fpxq ´ gpxq|dx ă ε.

此时,
ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

fpxq cosλxdx´

ż b

a

gpxq cosλxdx
ˇ

ˇ

ˇ
ď

ż b

a

|fpxq ´ gpxq|dx ă ε.

因此, 只要对阶梯函数证明结论即可, 进而只要对 rc, ds Ă ra, bs 上的常值函数证明

即可: 如果 f “ µ, 则

ˇ

ˇ

ˇ

ż d

c

µ cosλxdx
ˇ

ˇ

ˇ
“

ˇ

ˇ

ˇ
µ ¨

1
λ

psinλd´ sinλcq
ˇ

ˇ

ˇ

ď
2|µ|

λ
Ñ 0 pλ Ñ `8q.

对 sinλx 的证明是完全类似的. �

推论 10.1.2. 设 f 在 r´π, πs 上 Riemann 可积或广义绝对可积, 则其 Fourier

系数 ak Ñ 0, bk Ñ 0 pk Ñ `8q.

如果 f 有更好的光滑性, 则其系数有更好的估计. 例如, 设 f P C1r´π, πs, 且

fp´πq “ fpπq, 则

bn “
1
π

ż π

´π

fpxq sinnxdx

“
1
π

„

fpxq
´1
n

cosnx
ˇ

ˇ

ˇ

π

´π
`

1
n

ż π

´π

f 1pxq cosnxdx
ȷ

“
1
n

1
π

ż π

´π

f 1pxq cosnxdx “ o
` 1
n

˘

, pRiemann ´ Lebesgueq

同理可证 an “ o
` 1
n

˘

. 一般地,设 f P Ckpr´π, πsq, f piqp´πq “ f piqpπq p0 ď i ď k´1q,

则

an “ o
` 1
nk

˘

, bn “ o
` 1
nk

˘

.

习题 10.1

1. 证明, 三角多项式的 Fourier 展开就是它自己.

2. 在区间 p´π, πq 中求下列函数的 Fourier 展开:

p1q |x|; p2q cos4 x; p3q sin4 x; p4q x sinx.
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3. 设 f 是周期为 2π 的函数, 且

fpxq “

$

&

%

π´x
2 , x P r0, 2πq;

π
2 , x “ 2π.

求 f 的 Fourier 展开.

4. 设 f 的 Fourier 系数为 an, bn. 试求 fpxq sinx, fpx ` hq ph P Rq 的 Fourier 系

数.

5. 设 f 是周期为 2π 的可积函数, an, bn 为其 Fourier 系数.

p1q 当 n ě 1 时, 证明

an “
1
2π

ż π

´π

rfpxq ´ fpx`
π

n
qs cosnxdx, bn “

1
2π

ż π

´π

rfpxq ´ fpx`
π

n
qs sinnxdx.

p2q 假设 f 是 α 阶 Hölder 连续函数, 利用 p1q 证明

an “ O
` 1
nα

˘

, bn “ O
` 1
nα

˘

pn Ñ 8q.

6. 设 fpxq 在 r´π, πs 上二阶连续可微, 且 fp´πq “ fpπq, f 1p´πq “ f 1pπq, 证明其

Fourier 系数有如下估计

an “ o
` 1
n2

˘

, bn “ o
` 1
n2

˘

pn Ñ 8q.

7. 求下列极限:

p1q lim
λÑ`8

ż `8

0

cos2 λx
1 ` x2

dx; p2q lim
λÑ`8

ż π

´π

sin2 λxdx.

8. 设 f 是周期为 2π 的可积函数. 如果 f 在 p0, 2πq 上单调递减, 证明其 Fourier

系数 bn ě 0, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ . (提示: 第二积分中值定理.)

9. 设 f 为 p´π, πq 上单调递增有界函数, 则

an “ O
` 1
n

˘

, bn “ O
` 1
n

˘

pn Ñ 8q.

10. 设 f 在 r0,`8q 上的无穷积分

ż `8

0

fpxqdx 绝对收敛, 证明

lim
λÑ`8

ż `8

0

fpxq sinλxdx “ 0.
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§10.2 Fourier 级数的收敛性

在前一节我们已看到, 如果 f P C2r´π, πs, fp´πq “ fpπq, f 1p´πq “ f 1pπq, 则

其 Fourier系数满足估计 an “ opn´2q, bn “ opn´2q,因而 Fourier展开一致收敛. 本

节研究一般情形下 Fourier 级数的收敛性.

记

σnpxq “
1
2

` cosx` cos 2x` ¨ ¨ ¨ ` cosnx,

称为 Dirichlet 核. 利用等式

sin
1
2
x cos kx “

1
2
“

sinpk `
1
2

qx´ sinpk ´
1
2

qx
‰

可以求出 Dirichlet 核的表达式如下

σnpxq “
sinpn` 1

2 qx

2 sin 1
2x

, @ x ‰ 2kπ. (10.1)

当 x “ 2kπ 时, 规定 σnpxq “ n`
1
2
, 此时 σn 为连续函数, 且

ż π

0

sinpn` 1
2 qx

2 sin 1
2x

dx “

ż π

0

p
1
2

` cosx` cos 2x` ¨ ¨ ¨ ` cosnxqdx “
π

2
.

应用:
ż `8

0

sinx
x

dx “
π

2
. 这个积分已经在第七章第四节和第九章第二节中出

现过, 现在我们用新方法再算一次:

ż `8

0

sinx
x

dx “ lim
AÑ`8

ż A

0

sinx
x

dx

“ lim
nÑ`8

ż pn` 1
2 qπ

0

sinx
x

dx

“ lim
nÑ`8

ż π

0

sinpn` 1
2 qt

t
dt px Ñ pn`

1
2

qtq

“
π

2
` lim

nÑ`8

ż π

0

`1
t

´
1

2 sin t
2

˘

sinpn`
1
2

qt dt

“
π

2
. pRiemann ´ Lebesgueq

其中, 因为

lim
tÑ0

`1
t

´
1

2 sin t
2

˘

“ lim
tÑ0

2 sin t
2 ´ t

2t sin t
2

“ 0,

故
1
t

´
1

2 sin t
2

可看成 r0, πs中连续函数,从而可以应用 Riemann-Lebesgue引理. �
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记 f 的 Fourier 展开的部分和为 Snpxq, 则

Snpxq “
a0

2
`

n
ÿ

k“1

pak cos kx` bk sin kxq

“
1
2π

ż π

´π

fptqdt`
1
π

n
ÿ

k“1

´

ż π

´π

fptq cos kt cos kxdt`

ż π

´π

fptq sin kt sin kxdt
¯

“
1
π

ż π

´π

fptq
”1
2

`

n
ÿ

k“1

pcos kt cos kx` sin kt sin kxq

ı

dt

“
1
π

ż π

´π

fptq
”1
2

`

n
ÿ

k“1

cos kpt´ xq

ı

dt

“
1
π

ż π

´π

fpx` uqσnpuqdu,

其中最后一个等式用到了变量代换 u “ t´ x, 并且利用了被积函数的周期性, 即在

r´π ´ x, π ´ xs 上的积分等于在 r´π, πs 上的积分. 利用 (10.1), 并注意 σn 是偶函

数, 我们可以进一步将上式改写为

Snpxq “
1
π

ż π

0

fpx` uq ` fpx´ uq

2
sinpn` 1

2 qu

sin u
2

du.

任给 δ ą 0, 由 Riemann-Lebesgue 引理,

lim
nÑ8

Snpxq “
1
π

lim
nÑ8

ż δ

0

fpx` uq ` fpx´ uq

2
sinpn` 1

2 qu

sin u
2

du

` lim
nÑ8

1
π

ż π

δ

fpx` uq ` fpx´ uq

2 sin u
2

sinpn`
1
2

qudu

“
1
π

lim
nÑ8

ż δ

0

fpx` uq ` fpx´ uq

2
sinpn` 1

2 qu

sin u
2

du,

因此, Snpxq 的收敛性只和 f 在 x 附近的性态有关, 这是 Riemann 的发现, 有时称

为 Riemann 局部化原理.

定理 10.2.1 (Dini 判别法). 设 f 如前. 如果存在 δ ą 0, 使得

p1q f 在 x 处的右极限 fpx` 0q 和左极限 fpx´ 0q 存在;

p2q 积分
ż δ

0

fpx` uq ´ fpx` 0q

u
du,

ż δ

0

fpx´ uq ´ fpx´ 0q

u
du,

绝对收敛, 则 f 的 Fourier 展开在点 x 处收敛于值
fpx` 0q ` fpx´ 0q

2
.

证明基本上是应用 Riemann-Lebesgue 引理, 以及注意到函数
1
u

´
1

2 sin u
2

在

r0, δs 上的连续性. 下面我们对一个特殊情形加以证明, 这个情形对大多数应用而

言是足够的.
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定义 10.2.1. 设 f 是定义在 ra, bs 上的函数, 如果存在 ra, bs 的分割

a “ t0 ă t1 ă ¨ ¨ ¨ ă tm “ b,

使得在每个小区间 rti´1, tis pi “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ ,mq 上定义的函数

fipxq “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

fpti´1 ` 0q, x “ ti´1,

fpxq, x P pti´1, tiq,

fpti ´ 0q, x “ ti,

都是 rti´1, tis 上的可导函数, 则称 f 是分段可导函数.

定理 10.2.2 (Dirichlet). 设 f 是一个周期为 2π 的分段可导函数, 则对任意的

x P r´π, πs, f 的 Fourier 展开在 x 处收敛到
1
2

rfpx` 0q ` fpx´ 0qs.

证明. 由前面的计算以及 Riemann-Lebesgue 引理, 我们有

lim
nÑ8

Snpxq “ lim
nÑ8

1
π

ż π

0

fpx` uq ` fpx´ uq

2
sinpn` 1

2 qu

sin u
2

du

“ lim
nÑ8

1
π

ż π

0

fpx` uq ´ fpx` 0q

2 sin u
2

sinpn`
1
2

qu du`
1
2
fpx` 0q

` lim
nÑ8

1
π

ż π

0

fpx´ uq ´ fpx´ 0q

2 sin u
2

sinpn`
1
2

qu du`
1
2
fpx´ 0q

“
1
2

rfpx` 0q ` fpx´ 0qs.

最后的等式是因为, 如果 f 分段可导, 则

fpx` uq ´ fpx` 0q

2 sin u
2

和
fpx´ uq ´ fpx´ 0q

2 sin u
2

关于 u 是分段连续 (可积) 的, 从而可以应用 Riemann-Lebesgue 引理. �
注. 分段可导的条件只是用来保证 Riemann-Lebesgue 引理可用. 从证明过程

即可看出, 如果 f 在 x 附近满足 α p0 ă α ď 1q 阶 Hölder 条件, 则定理结论仍然成

立.

前节例 10.1.1和例 10.1.2都满足上述定理的条件,因此,在例 10.1.1中取 x “ 1

就得到
π

4
“

8
ÿ

k“0

sinp2k ` 1q

2k ` 1
,

在例 10.1.2 中取 x “ π 就得到

ζp2q “

8
ÿ

k“1

1
k2

“
π2

6
.

下面是一些进一步的例子.
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例 10.2.1. 求函数 fpxq “ cosµx, x P r´π, πs 的 Fourier 展开 (µ 不是整数 ).

解. 将 f 延拓为 R 上以 2π 为周期的周期函数, 这是偶函数, 因此 bk “ 0. 而

ak “
2
π

ż π

0

cosµx cos kxdx

“
1
π

ż π

0

rcospµ´ kqx` cospµ` kqxsdx

“
1
π

„

sinpµ´ kqπ

µ´ k
`

sinpµ` kqπ

µ` k

ȷ

“
2µp´1qk

π

sinµπ
µ2 ´ k2

.

由 Dirichlet 定理可得

cosµx “
2µ sinµπ

π

´ 1
2µ2

`

8
ÿ

n“1

p´1qn

µ2 ´ n2
cosnx

¯

, @ x P r´π, πs.

在上式中取 x “ π 得

cosµπ “
2µ sinµπ

π

´ 1
2µ2

`

8
ÿ

n“1

1
µ2 ´ n2

¯

,

上式可改写为

cotπµ´
1
πµ

“
1
π

8
ÿ

n“1

2µ
µ2 ´ n2

.

当 0 ď µ ď x ă 1 时, 上式右边的无穷求和关于 µ 一致收敛, 从而可逐项积分:
ż x

0

`

cotπµ´
1
πµ

˘

dµ “
1
π

8
ÿ

n“1

ln
`

1 ´
x2

n2

˘

,

由此得到 sinπx 的如下展开式:

sinπx “ πx
`

1 ´
x2

12

˘`

1 ´
x2

22

˘`

1 ´
x2

n2

˘

¨ ¨ ¨ . (10.2)

在第九章第二节已经得到过这个等式了, 见 (9.5) 式.

例 10.2.2. 跟上例类似, 我们有

sinµx “
2 sinµπ

π

8
ÿ

n“1

p´1qnn

µ2 ´ n2
sinnx, @ x P p´π, πq.

如果一个函数仅在 p0, πq 上定义, 则我们可以首先将它延拓为周期为 2π 的函

数,然后再作 Fourier展开. 常用的延拓有奇延拓和偶延拓,即分别延拓为奇函数和

偶函数.

例 10.2.3. 将函数

fpxq “ x, x P p0, πq

分别作奇延拓和偶延拓, 然后分别求 Fourier 展开.
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解. 奇延拓: 令 fpxq “ x, x P p´π, 0q, 在 0 和 ˘π 处规定 f 为 0.

−2π −π π 2π0

y

x

图 10.3 奇延拓

则 Fourier 系数为

ak “ 0, bk “
2
π

ż π

0

x sin kxdx

“
2
π
x

´1
k

cos kx
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

π

0

`
2
π

ż π

0

1
k

cos kxdx

“ p´1qk´1 2
k
.

因此

x “ 2
8
ÿ

n“1

p´1qn´1 sinnx
n

, 0 ď x ă π.

偶延拓: 令 fpxq “ ´x, x P p´π, 0q, 在 0 处 fp0q “ 0, 在 ˘π 处 f 为 π.

−2π −π π 2π0

y

x

图 10.4 偶延拓

此时 Fourier 系数为

bk “ 0, a0 “
2
π

ż π

0

xdx “ π

ak “
2
π

ż π

0

x cos kxdx “
2
k2π

rp´1qk ´ 1s.

因此

x “
π

2
´

4
π

8
ÿ

k“0

cosp2k ` 1qx

p2k ` 1q2
, 0 ď x ď π.



§10.2 Fourier 级数的收敛性 153

一般地, 如果一个函数周期为 2l, 和周期 2π 的情形类似, 令

an “
1
l

ż l

´l

fpxq cos
nπ

l
xdx, n “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ ,

bn “
1
l

ż l

´l

fpxq sin
nπ

l
xdx, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ .

则 f 有 Fourier 展开

f „
a0

2
`

8
ÿ

n“1

´

an cos
nπ

l
x` bn sin

nπ

l
x
¯

.

通过变量替换 t “
πx

l
可以将周期 2l 的函数变为周期 2π 函数, 因此容易看出,

Dirichlet 定理对于周期为 2l 的函数仍成立.

例 10.2.4. 设 fpxq 是以 2 为周期的周期函数, 且

fpxq “ x2, x P r´1, 1s

求其 Fourier 展开.

−2 −1 1 2

1

0

y

x

图 10.5 一般周期函数的展开

解. f 为偶函数, 因此 bk “ 0. 而

a0 “

ż 1

´1

x2dx “
2
3
,

an “ 2
ż 1

0

x2 cosnπxdx “
4

n2π2
p´1qn, (分部积分)

这说明

x2 “
1
3

`
4
π2

8
ÿ

n“1

p´1qn

n2
cosnπx, x P r´1, 1s.

如果作变量替代 t “ πx,则上式就是前节例 10.1.2中的等式. 如果将 x变为 π´1px´

πq, 就得到如下等式:

p⋆q x´
x2

2π
“
π

3
´

2
π

8
ÿ

n“1

cosnx
n2

, 0 ď x ď 2π.
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它当然也可以通过对 fpxq “ x ´
x2

2π
(0 ď x ď 2π) 作 Fourier 展开得到, 下一节我

们将要用到这个等式.

习题 10.2

1. 利用等式

n
ÿ

k“1

sin kx
k

“

ż x

0

n
ÿ

k“1

cos ktdt “ ´
x

2
`

ż x

0

sinpn` 1
2 qt

2 sin t
2

dt

求级数
8
ř

n“1

sinnx
n
之和.

2. 证明
n´1
ÿ

k“0

sinpk `
1
2

qx “
sin2 nx

2

sin x
2

, @ n ě 1,

并由此说明
ż π

0

sin2 nx
2

sin2 x
2

dx “ nπ, @ n ě 1.

3. 求 | sinx| 和 | cosx| 的 Fourier 展开级数, 并说明其 Fourier 级数在 p´8,`8q

上一致收敛到自身.

4. 利用本节第一例证明下面的等式 (µ R Z):

1
sinµπ

“
1
µπ

`

8
ÿ

n“1

2p´1qnµπ

pµπq2 ´ pnπq2
.

5. 求下列函数的 Fourier 展开:

p1q fpxq “ eax, x P p´π, πq; p2q fpxq “ x2 sin2 x, x P p´π, πq;

p3q fpxq “ sin ax, x P p´π, πq, a 不是整数.

6. 将下列分段定义的函数展开为 Fourier 余弦级数:

p1q fpxq “ x, x P r0, 1s; fpxq “ 2 ´ x, x P r1, 2s.

p2q fpxq “ 1, x P r0, as; fpxq “ 0, x P ra, πs.

7. 将下列函数展开为 Fourier 正弦级数:

p1q fpxq “ cos 2x, x P r0, πs; p2q fpxq “ x´
x2

2
, x P r0, 1s.

8. 在区间 p´l, lq 上将下列函数展开为 Fourier 级数:

p1q x, p2q x` |x|.
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9. 将函数

fpxq “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

x, 0 ď x ď 1,

1, 1 ă x ă 2,

3 ´ x, 2 ď x ď 3.

展开成周期为 3 的 Fourier 级数.

10. 设 f 为 ra, bs 上 Riemann 可积函数, g 为 R 上周期函数, 周期为 T 且在 r0, T s

上可积. 证明

lim
λÑ8

ż b

a

fpxqgpλxqdx “
1
T

ż b

a

fpxqdx

ż T

0

gpxqdx.

11. p˚q 设 fpxq 在 r0, as (0 ă a ă π) 上连续, 证明

lim
λÑ`8

1
λ

ż a

0

fpxq
sin2 λx

sin2 x
dx “

π

2
fp0q.

§10.3 Parseval 恒等式

在前一节我们考虑了 Fourier 级数的逐点收敛性. 本节我们考虑积分意义下的

收敛性, 这时对函数的要求较低.

设 ra, bs 为闭区间, 我们定义函数集合 R2ra, bs 如下: R2ra, bs 中的函数 f

Riemann 可积, 或 f 有瑕点但 f2 积分收敛. 显然, R2ra, bs 为线性空间, 且若 f ,

g P R2ra, bs, 则仍有 Cauchy-Schwarz 不等式

ż b

a

|fpxqgpxq|dx ď

”

ż b

a

f2pxqdx
ı

1
2

¨

”

ż b

a

g2pxqdx
ı

1
2
.

定理 10.3.1 (Parseval 等式). 设 f P R2r´π, πs, 且 f 的 Fourier 展开为

f „
a0

2
`

8
ÿ

n“1

pan cosnx` bn sinnxq,

则
1
π

ż π

´π

f2pxqdx “
a2
0

2
`

8
ÿ

n“1

pa2
n ` b2nq. (10.3)

为了简单起见,下面我们以 f Riemann可积为例给出证明, 一般情形的证明只

需略作改动即可.

p1q 记

Snpfq “
a0

2
`

n
ÿ

k“1

pak cos kx` bk sin kxq,
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由三角函数系的正交性质, 有

1
π

ż π

´π

S2
npfqdx “

1
π

ż π

´π

`a0

2
˘2
dx`

1
π

n
ÿ

k“1

´

ż π

´π

a2
k cos2 kxdx`

ż π

´π

b2k sin2 kxdx
¯

“
a2
0

2
`

n
ÿ

k“1

pa2
k ` b2kq. (10.4)

其次就有

1
π

ż π

´π

rf ´ Snpfqs2dx “
1
π

ż π

´π

f2dx´
2
π

ż π

´π

f ¨ Snpfqdx`
1
π

ż π

´π

S2
npfqdx

“
1
π

ż π

´π

f2dx´
2
π

”a0

2

ż π

´π

fdx`

n
ÿ

k“1

`

ak

ż π

´π

fpxq cos kxdx

` bk

ż π

´π

fpxq sin kxdx
˘

ı

`
1
π

ż π

´π

S2
npfqdx

“
1
π

ż π

´π

f2dx´ 2
”a2

0

2
`

n
ÿ

k“1

pa2
k ` b2kq

ı

`
1
π

ż π

´π

S2
npfqdx

“
1
π

ż π

´π

f2dx´
1
π

ż π

´π

S2
npfqdx, (10.5)

由此得到
ż π

´π

S2
npfqdx ď

ż π

´π

f2dx. (10.6)

根据以上几式可知, (10.3) 式成立

ðñ

ż π

´π

S2
npfqdx Ñ

ż π

´π

f2dx ðñ

ż π

´π

rf ´ Snpfqs2dx Ñ 0. (10.7)

p2q 如果 (10.3) 对 f , g P R2ra, bs 均成立, 则当 λ, µ P R 时,

ż π

´π

rλf ` µg ´ Snpλf ` µgqs2dx “

ż π

´π

rλpf ´ Snpfqq ` µpg ´ Snpgqqs2dx

ď 2λ2

ż π

´π

rf ´ Snpfqs2dx` 2µ2

ż π

´π

rg ´ Snpgqs2dx.

由 (10.7) 知, (10.3) 式对函数 λf ` µg 也成立.

p3q 显然, (10.3) 对常值函数成立. 下面考虑函数

φpxq “

$

’

’

&

’

’

%

0, ´π ă x ă a,

1, a ď x ď b,

0, b ă x ă π.
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将 φ 延拓为 R 上周期 2π 函数, 其 Fourier 系数为

a0 “
1
π

ż π

´π

φpxqdx “
1
π

pb´ aq,

ak “
1
π

ż π

´π

φpxq cos kxdx “
1
π

ż b

a

cos kxdx “
1
π

1
k

psin kb´ sin kaq,

bk “
1
π

ż π

´π

φpxq sin kxdx “
1
π

ż b

a

sin kxdx “
1
π

1
k

pcos ka´ cos kbq.

此时

a2
0

2
`

8
ÿ

n“1

pa2
k ` b2kq

“
1

2π2
pb´ aq2 `

1
π2

8
ÿ

k“1

1
k2

“

psin kb´ sin kaq2 ` pcos kb´ cos kaq2
‰

“
1

2π2
pb´ aq2 `

2
π2

8
ÿ

n“1

1
k2

r1 ´ cos kpb´ aqs

“
1

2π2
pb´ aq2 `

1
3

´
2
π2

8
ÿ

k“1

cos kpb´ aq

k2

“
b´ a

π
p用到前一节最后的等式p⋆qq

“
1
π

ż π

´π

φ2pxqdx.

p4q 由 p2q, p3q 知 (10.3) 对阶梯函数成立.

p5q 现在设 f 可积, 则任给 ε ą 0, 存在阶梯函数 g 使得
ż π

´π

pf ´ gq2dx ď ε.

因为 (10.3) 对 g 成立, 故 n 充分大时
ż π

´π

rg ´ Snpgqs2dx ď ε,

从而
ż π

´π

rf ´ Snpfqs2dx ď 3
"
ż π

´π

pf ´ gq2dx`

ż π

´π

rg ´ Snpgqs2dx`

ż π

´π

rSnpg ´ fqs2dx

*

ď 3
"

ε` ε`

ż π

´π

pg ´ fq2dx

*

p用到 (10.3)q

ď 9ε.

这说明
ż π

´π

rf ´ Snpfqs2dx Ñ 0 pn Ñ 8q.

即 (10.3) 对 f 成立. �
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推论 10.3.2 (广义 Parseval 等式). 设 f , g P R2r´π, πs, 则

1
π

ż π

´π

fpxqgpxqdx “
a0α0

2
`

8
ÿ

n“1

panαn ` bnβnq,

其中 an, bn 是 f 的 Fourier 系数, αn, βn 是 g 的 Fourier 系数.

证明. 分别对 f ` g 和 f ´ g 应用 Parseval 等式, 然后二者相减即可. �

推论 10.3.3 (惟一性). 设 f , g 为 r´π, πs 上的连续函数, 如果 f 和 g 的

Fourier 系数相同, 则 f ” g.

证明. 考虑 f ´ g, 其 Fourier 系数恒为 0, 由 Parseval 等式,
ż π

´π

pf ´ gq2dx “ 0.

由 f ´ g 连续知 f ” g. �

推论 10.3.4. 设 f 在 r´π, πs 上连续, 如果其 Fourier 展开一致收敛, 则级数

和必为 f .

证明. 记其 Fourier 展开的和为

Spxq “
a0

2
`

8
ÿ

n“1

pan cosnx` bn sinnxq,

则由一致收敛性知, 上式可逐项积分, 根据本章开头的计算可知 Spxq 的 Fourier 系

数和 f 的 Fourier 系数相同. 由前一推论知 Spxq ” fpxq. �

例 10.3.1. 由前节例 10.1.2 及 Parseval 等式得

1
π

ż π

´π

x4dx “
1
2
`2
3
π2
˘

`

8
ÿ

n“1

` 4
n2

˘2

整理以后就得到下面的等式

ζp4q “

8
ÿ

n“1

1
n4

“
π4

90
.

习题 10.3

1. 设 Tnpxq “
A0

2
`

n
ř

k“1

pAk cos kx`Bk sin kxq 为三角多项式, 利用三角函数系的

正交性质证明, 对任何 Riemann 可积函数 f , 均有
ż π

´π

|fpxq ´ Tnpxq|2dx ě

ż π

´π

|fpxq ´ Snpxq|2dx,

其中 Snpxq 为 fpxq 的 Fourier 展开的部分和, 等号成立当且仅当 A0 “ a0,

Ak “ ak, Bk “ bk pk ě 1q.
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2. 判断下列级数是否为某个 Riemann 可积函数的 Fourier 展开:

p1q

8
ÿ

n“1

sinnx
?
n

; p2q

8
ÿ

n“1

sinnx
np

pp ą 1q.

3. 证明下列等式:

p1q

8
ÿ

n“1

p´1qn´1 cosnx
n2

“
π2

12
´
x2

4
, x P r´π, πs,

p2q

8
ÿ

n“1

p´1qn´1 sinnx
n3

“
π2

12
x´

x3

12
, x P r´π, πs.

4. 利用 fpxq “ x3 的 Fourier 展开及 Parseval 等式求
8
ÿ

n“1

1
n6

.

5. 利用函数

fpxq “

$

&

%

π´1
2 x, 0 ď x ď 1,

π´x
2 , 1 ă x ď π.

的 Fourier 展开求下列级数的和

8
ÿ

n“1

sinn
n

,
8
ÿ

n“1

sin2 n

n2
,

8
ÿ

n“1

sin2 n

n4
.

6. 设 f 在 r´π, πs 上可微, 且

fp´πq “ fpπq,

ż π

´π

fpxqdx “ 0.

如果 f 1 可积并平方可积, 则
ż π

´π

`

f 1pxq
˘2
dx ě

ż π

´π

`

fpxq
˘2
dx,

并求等号成立的条件.

7. 证明

p1q

ż 1

0

lnx
1 ´ x

dx “ ´
π2

6
, p2q

ż 1

0

lnx
1 ` x

dx “ ´
π2

12
.

8. p˚q 证明下列等式:

p1q

8
ÿ

n“1

p´1qn´1 cosnx
n

“ ln
`

2 cos
x

2
˘

, x P p´π, πq,

p2q

8
ÿ

n“1

cosnx
n

“ ´ ln
`

2 sin
x

2
˘

, x P p0, 2πq.
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§10.4 Fourier 级数的积分和微分

我们首先说明, 不管收敛与否, 可积函数的 Fourier 级数总是可以逐项积分的.

定理 10.4.1 (Reymond). 设 f 在 r´π, πs 上 Riemann 可积, 其 Fourier 展开

为

fpxq „
a0

2
`

8
ÿ

n“1

pan cosnx` bn sinnxq.

则对任意区间 ra, bs Ă r´π, πs, 有
ż b

a

fpxqdx “

ż b

a

a0

2
dx`

8
ÿ

n“1

ż b

a

pan cosnx` bn sinnxqdx.

证明. 考虑 §10.3 中用到的特征函数

φpxq “

#

1, x P ra, bs,

0, x P r´π, aq Y pb, πs,

其 Fourier 系数记为 αn, βn, 则由广义 Parseval 等式, 有

1
π

ż π

´π

fpxqφpxqdx “
a0

2
α0 `

8
ÿ

n“1

panαn ` bnβnq,

在上式中代入

α0 “
1
π

ż π

´π

φpxqdx “
1
π

pb´ aq,

αn “
1
π

ż π

´π

φpxq cosnxdx “
1
π

ż b

a

cosnxdx,

βn “
1
π

ż π

´π

φpxq sinnxdx “
1
π

ż b

a

sinnxdx,

即得欲证之等式. �
为了考虑 Fourier 级数的微分, 我们先考虑一致收敛性.

定理 10.4.2. 设 f 是 r´π, πs上的连续函数, fp´πq “ fpπq. 如果 f 在 r´π, πs

上分段可导, 且 f 1 Riemann 可积, 则 fpxq 的 Fourier 级数在 r´π, πs 上一致收敛

于 fpxq:

fpxq “
a0

2
`

8
ÿ

n“1

pan cosnx` bn sinnxq, @ x P r´π, πs.

证明. 根据前一节推论 10.3.4,只要证明上式右边是一致收敛就可以了. 事实上,

记 f 1 的 Fourier系数分别为 a1
n, b

1
n,则由分部积分得 (其中用到条件 fp´πq “ fpπq)

a1
n “

1
π

ż π

´π

f 1pxq cosnxdx “
1
π

ż π

´π

fpxqn sinnxdx “ nbn,

b1
n “

1
π

ż π

´π

f 1pxq sinnxdx “ ´
1
π

ż π

´π

fpxqn cosnxdx “ ´nan.
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对可积函数 f 1 用 Parseval 等式得

1
2

pa1
0q2 `

8
ÿ

n“1

rpa1
nq2 ` pb1

nq2s “
1
π

ż π

´π

pf 1q2dx.

另一方面, 我们有估计

|an cosnx` bn sinnx| ď |an| ` |bn|

“
1
n

|a1
n| `

1
n

|b1
n|

ď
1
2
` 1
n2

` |a1
n|2

˘

`
1
2
` 1
n2

` |b1
n|2

˘

,

根据函数项级数的 Weierstrass 判别法知 f 的 Fourier 展开的确是一致收敛的. �
根据以上证明可知, 在定理的条件下, f 1 的 Fourier 展开为

f 1pxq „

8
ÿ

n“1

pnbn cosnx´ nan sinnxq,

一般来说, 要上式成为等式的话需要加进一步的条件.

定理 10.4.3. 设 f 是以 2π 为周期的连续可导函数. 如果 f 1 在 r´π, πs 上分

段可导, 则 f 的 Fourier 展开

fpxq “
a0

2
`

8
ÿ

n“1

pan cosnx` bn sinnxq

可在 r´π, πs 上逐次求导:

f 1pxq “

8
ÿ

n“1

pnbn cosnx´ nan sinnxq,

当 f2 Riemann 可积时, 上式右边的级数还是一致收敛的.

证明. 应用本章第二节 Dirichlet 定理和定理 10.4.2 即可. �
应用定理 10.4.2 我们可以用多项式去一致地逼近闭区间上的连续函数.

定理 10.4.4 (Weierstrass). 设 f 是 r´π, πs 上的连续函数, fp´πq “ fpπq. 则

任给 ε ą 0, 存在三角多项式 T pxq, 使得

|fpxq ´ T pxq| ă ε, @ x P r´π, πs.

证明. 首先, 连续函数 f 可以用分段线性函数一致逼近. 即存在周期为 2π 的

分段线性函数 g, 使得

|fpxq ´ gpxq| ă
ε

2
, @ x P r´π, πs.
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f(x)
g(x)

−π π0

y

x

图 10.6 周期的分段线性逼近

其次, g 满足定理 10.4.2 的条件, 故其 Fourier 展开一致收敛于 g. 即 n 充分大

时

|gpxq ´ Snpgqpxq| ă
ε

2
, @ x P r´π, πs.

这说明

|fpxq ´ Snpgqpxq| ď |fpxq ´ gpxq| ` |gpxq ´ Snpgqpxq| ă ε.

这就证明了定理. �

推论 10.4.5. 设 f 为 r´π, πs 上的连续函数, fp´πq “ fpπq. 则任给 ε ą 0, 存

在多项式 P pxq, 使得

|fpxq ´ P pxq| ă ε, @ x P r´π, πs.

证明. 由 Weierstrass 定理, 存在三角多项式 T pxq 使得

|fpxq ´ T pxq| ă
ε

2
, @ x P r´π, πs.

由于三角函数的 Taylor 展开都是一致收敛的, 从而存在多项式 P pxq 使得

|T pxq ´ P pxq| ă
ε

2
, @ x P r´π, πs.

这说明

|fpxq ´ P pxq| ď |fpxq ´ T pxq| ` |T pxq ´ P pxq| ă
ε

2
`
ε

2
“ ε.

推论 10.4.6. f 为 ra, bs 上的连续函数, 则任给 ε ą 0, 存在多项式 P pxq, 使

得

|fpxq ´ P pxq| ď ε, @ x P ra, bs.

证明. 利用线性变换 t “
π

b´ a
px ´ aq 把 ra, bs 上的函数变为 r0, πs 上的函数.

将此函数以 2π 为周期作偶延拓, 然后利用前一推论即可, 注意线性变换将多项式

仍变成多项式. �
习题 10.4
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1. 证明等式

8
ÿ

n“1

cosp2n´ 1qx

p2n´ 1q4
“

π

96
pπ ´ 2xqpπ ` 2πx´ 2x2q, x P r0, πs.

(提示: 可从已知级数出发逐项积分.)

2. 证明, 三角级数
a0

2
`

8
ÿ

n“1

pan cosnx ` bn sinnxq 为某个 Riemann 可积函数的

Fourier 展开的必要条件是级数
8
ÿ

n“1

bn
n
收敛.

3. 设 fpxq 为 r0, πs 上的连续函数. 证明, 任给 ε ą 0, 存在由余弦函数组成的三

角多项式 P pxq, 使得

|fpxq ´ P pxq| ă ε, @ x P r0, πs.

4. 设 fpxq 为 r0, πs 上的连续函数, 且 fp0q “ fpπq “ 0. 证明, 任给 ε ą 0, 存在由

正弦函数组成的三角多项式 P pxq, 使得

|fpxq ´ P pxq| ă ε, @ x P r0, πs.

5. 设 fpxq 为 ra, bs 上的连续函数, 如果
ż b

a

xnfpxqdx “ 0, n “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ ,

则 fpxq “ 0. (提示: 用多项式逼近 f .)

6. 设 fpxq 为 ra, bs 上的连续函数, 如果对任意正整数 n ě 1, 均有
ż b

a

xnfpxqdx “ 0,

则 fpxq “ 0.

7. 设 fpxq 为 r0, πs 上的连续函数, 如果
ż π

0

fpxq cosnxdx “ 0, n “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ ,

则 fpxq “ 0.

8. 设 fpxq 为 r0, πs 上的连续函数, 如果
ż π

0

fpxq cosnxdx “ 0, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ ,

则 fpxq 为常值函数. (提示: 考虑 fpxq ´ c.)
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9. 设 fpxq 为 r´π, πs 上的 Riemann 可积函数, 且
ż π

´π

fpxqdx “ 0. 证明, 函数

F pxq “

ż x

0

fptqdt 的 Fourier 展开在 r´π, πs 上一致收敛到它自己.

10. p˚q Bernoulli 多项式 φnpxq 可以如下递归地定义:

φ0pxq “ 1, φ1
npxq “ nφn´1pxq,

ż 1

0

φnpxqdx “ 1,

证明, 在 r0, 1s 区间上, 当 k ‰ 0 为偶数时,

φkpxq “ p´1q1`k{2 2pk!q
p2πqk

8
ÿ

n“1

1
nk

cos 2πnx,

当 k ‰ 1 为奇数时,

φkpxq “ p´1qpk`1q{2 2pk!q
p2πqk

8
ÿ

n“1

1
nk

sin 2πnx.

§10.5 Fourier 级数的进一步讨论

� 本节内容可作为选读材料.

§10.5.1 平均收敛性

我们考虑连续周期函数的 Fourier 展开. 设 fpxq 是以 2π 为周期的连续函数,

其 Fourier 展开的部分和记为 Snpxq, 则 Snpxq 可以写为

Snpxq “
1
π

ż π

´π

fpx` uq
sinpn` 1

2 qu

2 sin u
2

du.

记

σnpfqpxq “
1
n

n´1
ÿ

k“0

Skpxq,

利用等式
n´1
ÿ

k“0

sinpk `
1
2

qu “
sin2 nu

2

sin u
2

可得

σnpfqpxq “
1
π

ż π

´π

fpx` uq

2 sin u
2

1
n

n´1
ÿ

k“0

sinpk `
1
2

qudu

“
1
2π

ż π

´π

fpx` uq
1
n

sin2 nu
2

sin2 u
2

du.
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如果在上式中取 fpxq “ 1 还可得到

1
2π

ż π

´π

1
n

sin2 nu
2

sin2 u
2

du “ 1,

因此又有

σnpfqpxq ´ fpxq “
1
2π

ż π

´π

rfpx` uq ´ fpxqs
1
n

sin2 nu
2

sin2 u
2

du.

定理 10.5.1 (Fejér). 设 fpxq 是以 2π 为周期的连续函数, 则 σnpfq 一致收敛

于 f .

证明. 任给 ε ą 0, 由 f 的一致连续性知, 存在 δ ą 0, 当 |u| ă δ 时

|fpx` uq ´ fpxq| ă ε, @ x P R.

记 M “ max |fpxq|, 则当 n ą Mε´1 sin´2 δ
2 时,

|σnpfqpxq ´ fpxq| ď
1
2π

ż δ

´δ

|fpx` uq ´ fpxq|
1
n

sin2 nu
2

sin2 u
2

du

`
1
2π

ż

δď|u|ďπ

|fpx` uq ´ fpxq|
1
n

sin2 nu
2

sin2 u
2

du

ď ε
1
2π

ż δ

´δ

1
n

sin2 nu
2

sin2 u
2

du` 2M
1
n

1
sin2 δ

2

ă 3ε,

这说明 σnpfq 在 p´8,`8q 上一致收敛于 fpxq. �
注. (1) 记

Fnpuq “
1

2πn
sin2 nu

2

sin2 u
2

,

称为 Fejér 核, 上述定理的证明主要用到了如下性质:
ż π

´π

Fnpuqdu “ 1, lim
nÑ8

ż

δď|u|ďπ

Fnpuqdu “ 0, δ ą 0.

(2) 由此定理可以立即知道连续周期函数可以用三角多项式一致逼近.

(3) 由此定理还可推出, 连续周期函数的 Fourier 展开如果收敛, 则必收敛到自

身. 这是因为, 如果级数收敛到 g, 则其部分和的平均值也收敛到 g, 因而 g 就是 f

自身. 考虑级数部分和平均值的收敛性的方法一般称为 Cesàro 求和法.

值得指出的是, 1873 年, du Bois-Reymond 构造了一个连续函数, 它的 Fourier

级数并非处处收敛. 研究 Fourier 级数的收敛性是分析学中重要而困难的问题.
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§10.5.2 一致收敛性

先考虑单调函数的 Fourier 级数.

引理 10.5.2 (Dirichlet). 设 g 为 r0, hs 上的单调函数, 则

lim
λÑ`8

ż h

0

gpuq
sinλu
u

du “
π

2
gp0 ` 0q.

证明. 不妨设 g 单调递增, 则
ż h

0

gpuq
sinλu
u

du “

ż h

0

rgpuq ´ gp0 ` 0qs
sinλu
u

du` gp0 ` 0q

ż h

0

sinλu
u

du,

当 λ Ñ `8 时, 上式右边第二个积分趋于
π

2
gp0 ` 0q, 因此只要证明第一个积分趋

于零即可.

任给 ε ą 0, 存在 δ ą 0, 当 0 ă u ď δ 时 0 ď gpuq ´ gp0 ` 0q ă ε. 此时
ż h

0

rgpuq ´ gp0 ` 0qs
sinλu
u

du “

ż δ

0

rgpuq ´ gp0 ` 0qs
sinλu
u

du

`

ż h

δ

rgpuq ´ gp0 ` 0qs
sinλu
u

du

“ I1 ` I2,

根据积分第二中值定理,

I1 “ rgpδq ´ gp0 ` 0qs

ż δ

ξ

sinλu
u

du “ rgpδq ´ gp0 ` 0qs

ż λδ

λξ

sinu
u

du,

因此

|I1| ď 2Lε,

其中
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż x

0

sinu
u

du

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď L, @ x ě 0.

根据 Riemann-Lebesgue 引理, 当 λ Ñ `8 时 I2 Ñ 0, 这表明引理成立. �
根据这个引理可以立即得到下面的推论:

推论 10.5.3 (Dirichlet-Jordan). 设 fpxq 为可积函数, 如果 fpxq 在 x0 附近的

区间 rx0´h, x0`hs上单调,则其 Fourier级数在 x0处收敛于
1
2

rfpx0`0q`fpx0´0qs.

从上面这一段讨论我们可以看出, 函数的单调性与 Fourier 级数的收敛性有很

密切的关系. 下面的引理显示了单调性的重要作用.

引理 10.5.4. 设 fpxq 为 p´π, πq 上的单调有界函数, 则其 Fourier 系数 an, bn
有如下估计

|nan| ď
1
π

|fpπ ´ 0q ´ fp´π ` 0q|, |nbn| ď
2
π

|fpπ ´ 0q ´ fp´π ` 0q|, @ n ě 1.
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证明. 不妨设 f 单调递增. 以 an 为例, 由积分第二中值公式, 有

an “
1
π

ż π

´π

fpxq cosnxdx “
1
π

ż π

´π

rfpxq ´ fp´π ` 0qs cosnxdx

“
1
π

rfpπ ´ 0q ´ fp´π ` 0qs

ż π

ξ

cosnxdx

“
1
π

rfpπ ´ 0q ´ fp´π ` 0qs
´1
n

sinnξ,

由此可以立即得到所需估计. �

推论 10.5.5. 设 fpxq 为 r´π, πs 上的 Lipschitz 函数, 则存在常数 M 使得其

Fourier 系数 an, bn 满足条件 |nan| ď M , |nbn| ď M , @ n ě 1.

证明. 设 |fpxq ´ fpyq| ď L|x´ y|, 则

fpxq “ Lx´ pLx´ fpxqq,

我们说明 gpxq “ Lx´ fpxq 为单调递增函数. 事实上, 设 y ě x, 则

gpyq ´ gpxq “ Lpy ´ xq ´ rfpyq ´ fpxqs ě Lpy ´ xq ´ |fpyq ´ fpxq| ě 0.

因此 fpxq 是两个单调递增函数之差, 根据前一引理即得欲证结论. �
下面的结果是一个 Tauber 型定理.

定理 10.5.6 (Hardy). 设函数项级数
8
ř

n“1
fnpxq 的部分和为 Snpxq, 记

σnpxq “
1
n

n
ÿ

k“1

Skpxq,

如果 σnpxq 一致收敛于 fpxq, 且 tnfnpxqu 一致有界, 则
8
ř

n“1
fnpxq 一致收敛于 f .

证明. 由已知条件,存在常数 M , 使得 |nfnpxq| ă M 对任意 x和 n成立. 任给

0 ă ε ă 1, 存在 N0, 当 n ě N0 时

|σnpxq ´ fpxq| ă ε2, @ x.

当 m ą n ě N0 时, 由

mσmpxq ´ nσnpxq “ pm´ nqSmpxq ´

m
ÿ

k“n`2

pk ´ 1 ´ nqfkpxq

得

mpσmpxq ´ fpxqq ´npσnpxq ´ fpxqq “ pm´nqpSmpxq ´ fpxqq ´

m
ÿ

k“n`2

pk´ 1 ´nqfkpxq,
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我们有如下估计

|Smpxq ´ fpxq| ď
m

m´ n
|σmpxq ´ fpxq| `

n

m´ n
|σnpxq ´ fpxq|

`
1

m´ n

m
ÿ

k“n`2

pk ´ 1 ´ nq|fkpxq|

ď
m` n

m´ n
ε2 `

1
m´ n

m
ÿ

k“n`2

pk ´ 1 ´ nq
M

k

ď
m` n

m´ n
ε2 `

1
m´ n

M

n

m´n´1
ÿ

k“1

k

ď
m` n

m´ n
ε2 `M

`m

n
´ 1

˘

.

取 N ą maxt6{ε, p1 ` 2εqN0u, 则当 m ě N 时,

m

1 ` ε
´

m

1 ` 2ε
“

mε

p1 ` εqp1 ` 2εq
ą 1,

于是可取正整数 n, 使得

m

1 ` ε
ą n ą

m

1 ` 2ε
ą N0,

此时

|Smpxq ´ fpxq| ď
1 ` ε` 1
1 ` ε´ 1

ε2 `Mp1 ` 2ε´ 1q ď p3 ` 2Mqε,

这说明 Smpxq 一致收敛于 fpxq. �
利用前一小节连续函数的 Fourier 级数的平均一致收敛性, 以及上面关于单调

函数 Fourier 系数的估计, 我们可立即得到如下推论:

定理 10.5.7. 设 fpxq 是以 2π 为周期的连续函数, 如果 fpxq 可写为两个单调

函数之差, 则其 Fourier 级数一致收敛于 fpxq 自身. 特别地, 周期的 Lipschitz 函

数的 Fourier 级数一致收敛于自身.

注. 能写成两个单调递增函数之差的函数是所谓的有界变差函数, 参见第十四

章及其附录.

§10.5.3 等周不等式

我们考虑 Parseval恒等式的一个几何应用,即考虑有名的等周问题:设 γ 是一

条长度为 L的简单闭曲线,它所围成的区域什么时候面积最大 ?为了简单起见,我

们假设 γ 是连续可微曲线.

定理 10.5.8 (等周不等式). 设平面区域 Ω 的边界 γ 是一条长度为 L 的连续

可微简单闭曲线, 则 Ω 的面积 A 满足不等式

A ď
L2

4π
,
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等号成立当且仅当 Ω 是半径为
L

2π
的圆盘.

证明. 取 γ 的参数为弧长参数, 其参数方程为

γptq “ pxptq, yptqq, t P r0, Ls.

此时
a

px1ptqq2 ` py1ptqq2 “ 1. 我们可进一步假设 γ 的重心位于原点, 即

ż L

0

xptqdt “

ż L

0

yptqdt “ 0,

这是因为可以通过平移将重心移至原点, 而平移保持区域的面积和曲线的长度不

变.

γ(t) = (x(t), y(t))
Ω

0

y

x

图 10.7 等周不等式

因为 γ 为闭曲线, xp0q “ xpLq, yp0q “ ypLq. 由下面的 Wirtinger 不等式得
ż L

0

x2ptqdt ď
` L

2π
˘2

ż L

0

rx1ptqs2dt,

ż L

0

y2ptqdt ď
` L

2π
˘2

ż L

0

ry1ptqs2dt.

利用面积公式

A “
1
2

ˇ

ˇ

ˇ

ż L

0

rxptqy1ptq ´ x1ptqyptqsdt
ˇ

ˇ

ˇ

以及 Cauchy-Schwarz 不等式, 得

A2 “
1
4

”

ż L

0

pxptqy1ptq ´ x1ptqyptqqdt
ı2

ď
1
4

ż L

0

rx2ptq ` y2ptqsdt

ż L

0

rpx1ptqq2 ` py1ptqq2sdt

ď
1
4
` L

2π
˘2
´

ż L

0

rpx1ptqq2 ` py1ptqq2sdt
¯2

“
1
4
` L

2π
˘2
L2,

即 A ď L2{4π,等号成立的条件可由 Cauchy-Schwarz不等式和Wirtinger不等式等

号成立的条件得到. �
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定理 10.5.9 (Wirtinger 不等式). 设 fpxq 为 r´π, πs 上的连续可微函数, 且

fp´πq “ fpπq. 如果
ż π

´π

fpxqdx “ 0,

则
ż π

´π

f2pxqdx ď

ż π

´π

rf 1pxqs2dx,

等号成立当且仅当 fpxq “ a cosx` b sinx.

证明. 将 f 延拓为 p´8,`8q 上的周期函数, 周期为 2π. 则 f 有 Fourier 展开

fpxq “
a0

2
`

8
ÿ

n“1

pan cosnx` bn sinnxq,

其中

a0 “
1
π

ż π

´π

fpxqdx “ 0.

f 1pxq 的 Fourier 展开为

f 1pxq „

8
ÿ

n“1

pnbn cosnx´ nan sinnxq.

根据 Parseval 等式,

ż π

´π

f2pxqdx “ π
8
ÿ

n“1

pa2
n ` b2nq

ď π
8
ÿ

n“1

pn2a2
n ` n2b2nq “

ż π

´π

rf 1pxqs2dx,

等号成立当且仅当 an “ bn “ 0, @ n ě 2. �

推论 10.5.10. 设 fpxq 为 ra, bs 上的连可微函数, 且 fpaq “ fpbq,

ż b

a

fpxqdx “ 0,

则
ż b

a

f2pxqdx ď
`b´ a

2π
˘2

ż b

a

rf 1pxqs2dx,

等号成立当且仅当 fpxq “ c cos 2π
b´ax` d sin 2π

b´ax.

证明. 利用线性变换 x “
b´ a

2π
pt ` πq ` a 将区间 ra, bs 上的函数变为 r´π, πs

上的函数, 应用 Wirtinger 不等式即可. �
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推论 10.5.11 (Poincaré 不等式). 设 fpxq 为 r0, πs 上的连续可微函数, 且

fp0q “ fpπq “ 0, 则
ż π

0

f2pxqdx ď

ż π

0

rf 1pxqs2dx,

等号成立当且仅当 fpxq “ c sinx.

证明. 将 fpxq 奇延拓为 p´8,`8q 上周期为 2π 的函数, 再应用 Wirtinger 不

等式即可. �

§10.5.4 Fourier 级数的复数表示

记 i “
?

´1, 则

eiθ “ cos θ ` i sin θ, θ P R.

特别地, peiθqn “ einθ “ cosnθ ` i sinnθ. 因此

cosnx “
1
2

peinx ` e´inxq, sinnx “
1
2i

peinx ´ e´inxq.

利用这一点, 我们可以作如下计算:

n
ÿ

k“0

eikθ “

n
ÿ

k“0

peiθqk “
1 ´ eipn`1qθ

1 ´ eiθ

“
ei n`1

2 θ

ei θ
2

e´i n`1
2 θ ´ ei n`1

2 θ

e´i θ
2 ´ ei θ

2

“ ei n
2 θ p´2iq sin n`1

2 θ

p´2iq sin θ
2

“
sin pn`1q

2 θ

sin θ
2

ei n
2 θ,

这样就又一次得到了等式

n
ÿ

k“0

cos kθ “
sin n`1

2 θ

sin θ
2

cos
n

2
θ “

1
2 sin θ

2

rsinpn`
1
2

qθ ` sin
θ

2
s

以及
n
ÿ

k“1

sin kθ “
sin n`1

2 θ

sin θ
2

sin
n

2
θ “

1
2 sin θ

2

rcos
θ

2
´ cospn`

1
2

qθs.

如果 fpxq 有 Fourier 展开

fpxq „
a0

2
`

8
ÿ

n“1

pan cosnx` bn sinnxq,
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则其展开可以写为复数形式

a0

2
`

8
ÿ

n“1

pan cosnx` bn sinnxq

“
a0

2
`

8
ÿ

n“1

`an ´ ibn
2

einx `
an ` ibn

2
e´inx

˘

“

8
ÿ

n“´8

cne
inx,

其中系数 cn 具有统一的形式:

cn “
1
2π

ż π

´π

fpxqe´inxdx, n P Z.

现在考虑一个应用. 设 α 为无理数, 对于 k “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , 无理数 kα 的小数部分

记为 tkαu, 这样就得到了 p0, 1q 中一列数

x1 “ tαu, x2 “ t2αu, ¨ ¨ ¨ , xk “ tkαu, ¨ ¨ ¨ .

我们要说明这一列数在区间 p0, 1q 中是一致均匀分布的. 为了明确这个问题, 任取

a ă b P r0, 1s, 上述数列的前 n 项中属于区间 ra, bq 的项个数记为 ξnpa, bq, 即如果

χra,bq 是区间 ra, bq 的特征函数, 则

ξnpa, bq “

n
ÿ

k“1

χra,bqpxkq.

我们要证明下列等式成立:

lim
nÑ8

ξnpa, bq

n
“ b´ a.

p1q 首先, 我们注意到等式 e2πintkαu “ e2πinkα. 因此, 当 m 为非零整数时,

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

k“0

e2πimxk

ˇ

ˇ

ˇ
“

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

k“0

e2πimkα
ˇ

ˇ

ˇ
ď

1
| sinπmα|

,

这说明

lim
nÑ8

1
n

n
ÿ

k“1

e2πimxk “ 0,

进而说明对任意三角多项式 P “ a0{2 `
m
ř

k“1

pak cos 2πkx` bk sin 2πkxq, 下式成立:

lim
nÑ8

1
n

n
ÿ

k“1

P pxkq “

ż 1

0

P pxqdx.

p2q 下面的引理表明, 任给 ε ą 0, 存在 r0, 1s 上的三角多项式 P1, P2, 使得

P1 ď χra,bq ď P2,

ż 1

0

pP2 ´ P1qdx ă ε.
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根据 p1q, 存在 N , 当 n ą N 时

ˇ

ˇ

ˇ

1
n

n
ÿ

k“1

Pipxkq ´

ż 1

0

Pipxqdx
ˇ

ˇ

ˇ
ă ε, i “ 1, 2.

此时有
1
n

n
ÿ

k“1

P2pxkq ´
1
n

n
ÿ

k“1

P1pxkq ă 3ε.

由于
1
n

n
ÿ

k“1

χra,bqpxkq P

” 1
n

n
ÿ

k“1

P1pxkq,
1
n

n
ÿ

k“1

P2pxkq

ı

以及
ż 1

0

χra,bqpxqdx P

”

ż 1

0

P1pxqdx,

ż 1

0

P2pxqdx
ı

,

于是, 当 n ą N 时 (用到第一章第二节习题),

ˇ

ˇ

ˇ

1
n

n
ÿ

k“1

χra,bqpxkq ´

ż 1

0

χra,bqpxqdx
ˇ

ˇ

ˇ

ď
1
2

” 1
n

n
ÿ

k“1

P2pxkq ´
1
n

n
ÿ

k“1

P1pxkq

ı

`
1
2

”

ż 1

0

P2pxqdx´

ż 1

0

P1pxqdx
ı

`
1
2

ˇ

ˇ

ˇ

1
n

n
ÿ

k“1

P1pxkq ´

ż 1

0

P1pxqdx
ˇ

ˇ

ˇ
`

1
2

ˇ

ˇ

ˇ

1
n

n
ÿ

k“1

P2pxkq ´

ż 1

0

P2pxqdx
ˇ

ˇ

ˇ

ď
3
2
ε`

1
2
ε`

1
2
ε`

1
2
ε “ 3ε,

这说明

lim
nÑ8

1
n

n
ÿ

k“1

χra,bqpxkq “

ż 1

0

χra,bqpxqdx “ b´ a.

特别地, txku 在 p0, 1q 中是稠密的. �

引理 10.5.12. 设 f 为 r0, 1s 上的 Riemann 可积函数, 则任给 ε ą 0, 存在三

角多项式 P1, P2, 使得 P1 ď f ď P2, 且
ż 1

0

rP2pxq ´ P1pxqsdx ă ε.

证明. 首先, 不难找到连续周期函数 f1, f2, 使得

f1 ď f ď f2,

ż 1

0

rf2pxq ´ f1pxqsdx ă ε{2,

然后再利用 Weierstrass 逼近定理找到三角多项式 P1, P2, 使得

0 ď f1 ´ P1 ă ε{4, 0 ď P2 ´ f2 ă ε{4,

则 P1, P2 就是满足要求的三角多项式. �
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§10.5.5 Fourier 积分初步

现在我们考虑这样的问题:定义在 p´8,`8q上的函数如何象周期函数那样作

展开?

假定 f 满足适当的条件, 则在有限的区间 r´l, ls 上, f 可展开为 Fourier 级数:

fpxq “
a0

2
`

8
ÿ

n“1

`

an cos
nπ

l
x` bn sin

nπ

l
x
˘

,

其中

an “
1
l

ż l

´l

fpxq cos
nπ

l
xdx pn “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ q,

bn “
1
l

ż l

´l

fpxq sin
nπ

l
xdx pn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q.

这说明

fpxq “
1
2l

ż l

´l

fptqdt`

8
ÿ

n“1

1
l

ż l

´l

fptq cos
nπ

l
px´ tqdt.

如果 f 在 p´8,`8q 上可积且绝对可积, 令 l Ñ `8, 则求和应变成积分

fpxq Ñ
1
π

ż `8

0

„
ż `8

´8

fptq cosλpx´ tqdt

ȷ

dλ,

因此, 在一定的条件下, 我们有

fpxq “
1
π

ż `8

0

„
ż 8

´8

fptq cosλpx´ tqdt

ȷ

dλ, (10.8)

或

fpxq “

ż `8

0

rapλq cosλx` bpλq sinλxs dλ, (10.9)

其中

apλq “
1
π

ż `8

´8

fptq cosλtdt, bpλq “
1
π

ż `8

´8

fptq sinλtdt.

(10.8) 和 (10.9) 称为 f 的 Fourier 积分公式, 其右端称为 Fourier 积分, apλq, bpλq

相当于 Fourier 系数.

当然, (10.8)和 (10.9)的推导只是形式推导. 和 Fourier级数一样,要建立 (10.8)

那样的等式, 必须仔细考虑收敛性. 下面我们只叙述一些相应的结果, 而把有些证

明放到以后的课程中 (也可参考第十六章第四节).

引理 10.5.13. 如果 f 在 p´8,`8q 上可积且绝对可积, 则 apλq, bpλq 关于

λ P R 一致连续, 且 λ Ñ 8 时, apλq Ñ 0, bpλq Ñ 0.
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证明. 由 f 的条件知, 任给 ε ą 0, 存在 A ą 0, 使得
ż ´A

´8

|fptq|dt`

ż `8

A

|fptq|dt ă ε.

记 M “

ż A

´A

|fptq|dt` 1,由于 cosx在 x P p´8,`8q上一致连续,故存在 η ą 0,使

得 |x1 ´ x2| ă η 时

| cosx1 ´ cosx2| ă
ε

M
.

于是当 |λ1 ´ λ2| ă
η

A
时,

|apλ1q ´ apλ2q| ď
1
π

ż `8

´8

|fptq|| cosλ1t´ cosλ2t|dt

ď
1
π

ż ´A

´8

2|fptq|dt`
1
π

ż `8

A

2|fptq|dt

`
1
π

ż A

´A

|fptq|| cosλ1t´ cosλ2t|dt

ď
2
π
ε`

1
π

ε

M

ż A

´A

|fptq|dt ă
3
π
ε ă ε.

对 gpλq 有类似的证明. 同时, 我们有

lim sup
λÑ8

|apλq| ď ε` lim
λÑ8

1
π

ˇ

ˇ

ˇ

ż A

´A

fptq cosλt dt
ˇ

ˇ

ˇ
“ ε,

这说明 apλq Ñ 0 pλ Ñ 8q. 同理, bpλq Ñ 0 pλ Ñ 8q. �

引理 10.5.14. 记

SpA, xq “
1
π

ż A

0

dλ

ż `8

´8

fptq cosλpx´ tqdt,

f 条件同上, 则

SpA, xq “
1
π

ż `8

0

rfpx` tq ` fpx´ tqs
sinAt
t

dt.

证明. 在第十六章中将考虑积分次序的可交换性问题,现在我们先承认这一点,

此时

SpA, xq “
1
π

ż A

0

dλ

ż 8

´8

fptq cosλpx´ tqdt

“
1
π

ż 8

´8

dt

ż A

0

fptq cosλpx´ tqdλ

“
1
π

ż 8

´8

fptq
sinApx´ tq

x´ t
dt

“
1
π

ż `8

0

rfpx` tq ` fpx´ tqs
sinAt
t

dt.
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引理 10.5.15. 任给 δ ą 0, 有

lim
AÑ`8

ż `8

δ

rfpx` tq ` fpx´ tqs
sinAt
t

dt “ 0.

证明. 和引理 10.5.13 中 apλq Ñ 0 的证明完全类似, 故略去. �
这个引理说明, lim

AÑ`8
SpA, xq 只与 f 在 x 附近的性质有关. 因此, 与 Fourier

级数类似, 我们有 Dini 判别法, 这里只叙述一个特殊情形:

定理 10.5.16. 设 f 在 p´8,`8q 中可积且绝对可积, 如果 f 分段可导, 则

fpx` 0q ` fpx´ 0q

2
“

1
π

ż `8

0

dλ

ż `8

´8

fptq cosλpx´ tqdt

“

ż `8

0

rapλq cosλx` bpλq cosλxsdλ,

其中

apλq “
1
π

ż `8

´8

fptq cosλt dt, bpλq “
1
π

ż `8

´8

fptq sinλt dt.

关于 Fourier 积分的更多结果和应用请参见第十六章第四节.
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从这一章开始我们要研究多个变量的函数. 我们知道, 实数系的基本性质对于

一元实函数的各种性质都有决定性的影响. 因此, 为了研究多个变量的函数, 我们

要首先研究它们的定义域的基本性质. 本章就是讨论这些基本性质的, 为了今后进

一步学习的需要, 我们讨论的内容比通常的欧氏空间还要稍稍一般一些.

§11.1 内积与度量

定义 11.1.1 (内积). 设 X 是实数域 R 上的向量空间, 如果映射

g “ x, y : X ˆX Ñ R
px, yq ÞÑ gpx, yq “ xx, yy

满足以下条件

p1q xx, xy ě 0, 且 xx, xy “ 0 ðñ x “ 0 p 正定性 q;

p2q xx, yy “ xy, xy, @ x, y P X p 对称性 q;

p3q xλx` µy, zy “ λxx, zy ` µxy, zy, @ λ, µ P R, x, y, z P X p 线性性 q.

则称 g “ x, y 为 X 上的一个内积, pX, x, yq 称为内积空间, xx, yy 称为 x 与 y 的内

积, }x} “
a

xx, xy 称为 x 的范数.

例 11.1.1. R 上的内积.

对任意 x, y P R, 定义 xx, yy “ xy, 则显然 x, y 为 R 上的内积. 此时, x 的范数

就是其绝对值 |x|.

例 11.1.2. Rn 上的内积.

记 Rn “ tpx1, ¨ ¨ ¨ , xnq|xi P Ru 为全体 n 元有序实数组, 以显然的方式, Rn 成

为 R 上的向量空间, 称为 n 维欧氏空间. Rn 上有标准的内积 x, y:

xx, yy “

n
ÿ

i“1

xiyi, @ x “ px1, ¨ ¨ ¨ , xnq, y “ py1, ¨ ¨ ¨ , ynq P Rn.

如果 x “ px1, ¨ ¨ ¨ , xnq P Rn, 则其范数为

}x} “ px2
1 ` x2

2 ` ¨ ¨ ¨ ` x2
nq1{2.

例 11.1.3. 闭区间上连续函数空间的内积.

177
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记 C0ra, bs 为闭区间 ra, bs 上连续函数的全体形成的向量空间. 定义内积 x, y

如下:

xf, gy “

ż b

a

fpxqgpxqdx.

其中,内积的正定性需要用到连续性的条件:非负连续函数的积分一定是非负实数,

且积分为零当且仅当被积函数为零. �

定理 11.1.1 (Schwarz 不等式). 设 pX, x, yq 为内积空间, 则

|xx, yy| ď }x} ¨ }y},

且等号成立当且仅当 x 与 y 线性相关.

证明. 当 x “ 0(或 y “ 0q 时, 由内积的线性知

x0, yy “ x0 ¨ 0, yy “ 0x0, yy “ 0,

此时 Schwarz 不等式自然成立. 下设 x ‰ 0, y ‰ 0, 则对任意 t P R, 有

xx, xy ´ 2txx, yy ` t2xy, yy “ xx´ ty, x´ tyy ě 0,

上式是关于 t 的一元二次函数, 因此其判别式非正:

∆ “ 4xx, yy2 ´ 4xx, xyxy, yy ď 0,

等号成立的条件留作练习. �
注. 如果不考虑等式成立的条件,只要 x, y具有非负性,则 Schwarz不等式仍然

成立.

根据 Schwarz 不等式, 当 x, y 为非零向量时, 可以取 θpx, yq P r0, πs, 使得

cos θpx, yq “
xx, yy

}x} ¨ }y}
,

θpx, yq 称为 x, y 的夹角, 也记为 ∠px, yq.

推论 11.1.2. 设 pX, x, yq 为内积空间, x, y P X, 则

}x` y} ď }x} ` }y}.

证明. 根据 Schwarz 不等式, 有

}x` y}2 “ xx` y, x` yy “ xx, xy ` 2xx, yy ` xy, yy

ď }x}2 ` 2}x} ¨ }y} ` }y}2

“ p}x} ` }y}q2,

因此欲证不等式成立. �
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定义 11.1.2 (度量). 设 X 为非空集合, 如果映射 ρ : X ˆX Ñ R 满足以下条
件

p1q ρpx, yq ě 0 且 ρpx, yq “ 0 ðñ x “ y;

p2q ρpx, yq “ ρpy, xq;

p3q ρpx, zq ď ρpx, yq ` ρpy, zq. p 三角不等式 q

则称 ρ为 X 上的一个度量 p或距离 q, pX, ρq称为度量空间 p或距离空间 q, ρpx, yq

称为 x, y 之间的距离.

例 11.1.4. R 上的度量.

任给 x, y P R, 令 ρpx, yq “ |x´ y|, 则 ρ 为 R 上的度量.

例 11.1.5 (内积诱导距离). 设 pX, x, yq 为内积空间, 则令

ρpx, yq “ }x´ y}, @ x, y P X.

显然 ρ 满足度量定义中的条件 p1q, p2q, 而三角不等式也成立:

ρpx, zq “ }x´ z} “ }px´ yq ` py ´ zq}

ď }x´ y} ` }y ´ z}

“ ρpx, yq ` ρpy, zq.

因此 ρ 为 X 上的度量, 称为由内积诱导的度量. �

例 11.1.6. 离散度量空间.

度量空间比内积空间要广泛得多, 它们不一定为向量空间. 例如, 设 X 为任意

非空集合, 定义映射 d : X ˆX Ñ R 如下:

dpx, yq “

$

&

%

1, x ‰ y,

0, x “ y.

不难验证 d 为 X 上的一个度量, 称为离散度量. �
习题 11.1

1. 记

l2 “
␣

x “ px1, x2, ¨ ¨ ¨ , xn, ¨ ¨ ¨ q
ˇ

ˇxn P R,
8
ÿ

n“1

x2
n ă 8

(

.

在 l2 中定义自然的加法和数乘使之成为向量空间, 并且说明下面定义的映射

x, y 为 l2 上的内积:

xx, yy “

8
ÿ

n“1

xnyn.
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2. 记 Rra, bs 为 ra, bs 上 Riemann 可积函数的全体. 设 f, g P Rra, bs, 定义

xf, gy “

ż b

a

fpxqgpxq dx,

问: x, y 是内积吗? (提示: 考察正定性.)

3. 设 x, y 为向量空间 X 上的内积, x, y P X, y ‰ 0. 在下面的不等式

xx´ ty, x´ tyy ě 0

中代入 t “
xx, yy

xy, yy
从而证明 Schwarz 不等式.

4. 求推论 11.1.2 中等号成立的条件.

5. 证明内积空间 X 满足如下的平行四边形公式:

}x` y}2 ` }x´ y}2 “ 2p}x}2 ` }y}2q, @ x, y P X.

6. 对于连续函数的空间 C0ra, bs，如下定义映射

dpf, gq “ max
xPra,bs

|fpxq ´ gpxq|, @ f, g P C0ra, bs.

证明 d 是 C0ra, bs 上的一个度量, 称为最大模度量.

7. 设 x “ px1, ¨ ¨ ¨ , xnq, y “ py1, ¨ ¨ ¨ , ynq P Rn, 定义

d1px, yq “ max
1ďiďn

|xi,´yi|, d2px, yq “

n
ÿ

i“1

|xi ´ yi|,

证明 d1 和 d2 均为 Rn 上的度量.

8. 设 A 为度量空间 pX, ρq 的子集, 在 AˆA 上定义如下映射 ρA:

ρApa1, a2q “ ρpa1, a2q,

证明 ρA 为 A 上的度量, 称为诱导度量, pA, ρAq 称为 X 的子度量空间.

9. 证明, 如果 ρ 为 X 上的度量, 则
ρ

1 ` ρ
也是 X 上的度量.

10. p˚q 设 fp0q “ 0, f : Rn Ñ Rn 为保持欧氏距离的映射, 即

}fpxq ´ fpyq} “ }x´ y}, @ x, y P Rn,

证明 f 为正交线性变换.
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§11.2 度量空间的拓扑

X

x
r

图 11.1 开球

本节假设 pX, ρq 为度量空间. 设 x P X, r ą 0, 记

Brpxq “ ty P X | ρpy, xq ă ru,

称为以 x 为中心, r 为半径的开球.

例 11.2.1. 欧氏空间中的开球.

在 R 中, 以 x0 为中心, r 为半径的开球就是开区间 px0 ´ r, x0 ` rq. 在 R2 中,

以 px0, y0q 为中心, 以 r 为半径的开球实际上是圆盘

tpx, yq P R2 | px´ x0q2 ` py ´ y0q2 ă r2u.

在一般的欧氏空间 Rn 中, 以 px1
0, ¨ ¨ ¨ , xn

0 q 为中心, r 为半径的开球是

tpx1, ¨ ¨ ¨ , xnq P Rn | px1 ´ x1
0q2 ` ¨ ¨ ¨ ` pxn ´ xn

0 q2 ă r2u.

(x0, y0)
r

0

y

x

图 11.2 圆盘和欧氏球

例 11.2.2. 离散度量空间中的开球.

设 X 是离散度量空间. 由于 X 中的距离只取 0 或 1, 因此

Brpxq “ txu, @ r ď 1; Brpxq “ X, @ r ą 1.

我们注意到离散度量空间中的开球看上去和欧氏空间中的很不一样.
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U
X

x
ε

图 11.3 开集

定义 11.2.1 (开集和闭集). 设 U 为 X 的子集, 如果任

给 x P U , 均存在 ε ą 0, 使得 Bεpxq Ă U , 则称 U 为开集; 约

定空集也是开集. 如果一个集合的补集 p 余集 q 是开集, 则

称该集合为闭集.

显然, X 为开集,从而空集也是闭集. 含有 x的开集称为

x 的开邻域.

例 11.2.3. 欧氏空间中的一些开集和闭集.

开区间 pa, bq, pa,`8q 和 p´8, bq 都是 R 中的开集; 闭区间 ra, bs 以及区间

ra,`8q 和 p´8, bs 都是 R 中的闭集.

上半平面 tpx, yq P R2 | y ą 0u 是 R2 中的开集, 闭的圆盘 tx2 ` y2 ď r2u 是 R2

中的闭集.

一般地, 一个子集可能既不是开集, 也不是闭集, 比如 R 中的半开半闭区间
ra, bq. 不过, 离散度量空间的情形却很特殊.

例 11.2.4. 离散度量空间中的开集和闭集.

因为以 x 为中心, 以 1{2 为半径的开球就是 txu, 因此离散度量空间的任何子

集都是开集, 从而任何子集也都是闭集.

例 11.2.5. 度量空间中的开球为开集.

设 x P Brpx0q, 则 ρpx, x0q ă r. 令 ε “ r ´ ρpx, x0q, 则当 y P Bεpxq 时, 由三角

不等式, 有

ρpy, x0q ď ρpy, xq ` ρpx, x0q ă ε` ρpx, x0q “ r,

这说明 y P Brpx0q, 即 Bεpxq Ă Brpx0q, 因此 Brpx0q 是开集.

类似地可证 ty P X | ρpy, x0q ą ru 为开集, 其补集称为闭球, 是闭集. �
下面的命题反映了开集和闭集的基本性质.

命题 11.2.1. p1q 有限多个开集之交仍为开集; 任意多个开集之并仍为开集;

p2q 有限多个闭集之并仍为闭集; 任意多个闭集之交仍为闭集.

证明. p1q 设 U1, ¨ ¨ ¨ , Uk 为开集, 任给 x P
k
Ş

i“1

Ui, 由定义, 存在 εi ą 0, 使得

Bεipxq Ă Ui, i “ 1, ¨ ¨ ¨ , k. 令 ε “ mintεi|i “ 1, ¨ ¨ ¨ , ku, 则 Bεpxq Ă
k
Ş

i“1

Ui, 故
k
Ş

i“1

Ui

为开集, 从开集的定义立即可以推出任意多个开集之并仍为开集.
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p2q 利用集合的运算

pA1 Y ¨ ¨ ¨ YAkqc “ Ac
1 X ¨ ¨ ¨ XAc

k

p
Ş

α
Aαqc “

Ť

α
Ac

α

及 p1q 即可. �
为了刻画闭集, 我们引入极限的概念, 它是实数中数列极限概念的推广.

定义 11.2.2 (极限). 设 txnu8
n“1 为 X 中的点列, 如果存在 x0 P X, 使得任

给 ε ą 0, 均存在 N “ Npεq, 当 n ą N 时, xn P Bεpx0q, 则称 txnu 收敛到极限 x0,

记为

lim
nÑ8

xn “ x0 或 xn Ñ x0 pn Ñ 8q.

注. p1q xn P Bεpx0q 可改写为 ρpxn, x0q ă ε, 因此有

lim
nÑ8

xn “ x0 ðñ lim
nÑ8

ρpxn, x0q “ 0.

p2q 由三角不等式和 p1q 易见, 极限如果存在, 则必惟一.

极限也可以用开集来描述, 它的好处是可以不涉及度量, 从而便于推广到更一

般的空间中.

命题 11.2.2. 设 txnu 为度量空间 pX, ρq 中的点列, 则 txnu 收敛于 x0 当且

仅当任给 x0 的开邻域 U , 存在 N , 当 n ą N 时 xn P U .

证明. (必要性) 设 lim
nÑ8

xn “ x0, U 是 x0 的一个开邻域. 于是存在 ε ą 0, 使得

Bεpx0q Ă U . 根据极限的定义, 存在 N “ Npεq, 当 n ą N 时

xn P Bεpx0q Ă U.

(充分性) 取 U 为开球即可. �

命题 11.2.3. 集合 A 为闭集当且仅当 A 中任何收敛点列的极限仍在 A 中.

证明. 设 A 为闭集, txnu Ă A, 且 lim
nÑ8

xn “ x0. 如果 x0 R A, 则存在 ε0 ą 0,

使得 Bε0px0q Ă Ac, 但 lim
nÑ8

xn “ x0 意味着, 存在 N “ Npε0q 使得 n ą N 时

xn P Bε0px0q, 这与 xn P A 相矛盾! 因此 x0 P A.

反之,如果 A中任何收敛点列的极限仍在 A中,则任取 x0 R A,我们说明存在

n0 ą 0 使得 B1{n0px0q Ă Ac, 即 Ac 为开集. (反证法) 如果不然, 则对任意 n ě 1,

均有 B1{npx0q XA ‰ H. 取 xn P B1{npx0q XA, 则 lim
nÑ8

xn “ x0, 这导出了矛盾. �
注. 这个命题可以用来解释闭集的属性: 闭集关于求极限运算是封闭的.
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intA

∂A

X

图 11.4 内部和边界

定义 11.2.3 (内点, 外点, 边界点). 设 A 为度量

空间 X 的子集, x0 P X. 如果存在 x0 的开邻域 U , 使

得 U Ă A, 则称 x0 为 A 的内点, 内点的全体记为 intA

或 Å, 称为 A 的内部; 如果存在 x0 的开邻域 U , 使得

U Ă Ac, 则称 x0 为 A 的外点; 如果 x0 的任意开邻域

中都既有 A 中的点, 也有不属于 A 中的点, 则称 x0 为

A 的边界点, 边界点的全体记为 BA, 称为 A 的边界.

从定义不难看出, 内点集 Å 是包含于 A 的 “最大” 开集, A 的外点就是 Ac 的

内点, 空间 X 可分解为

X “ intAY BAY intpAcq,

这个分解中的三个子集互不相交. 由此可得如下性质:

• BA 为闭集, 这是因为 BA “ pintAY intpAcqqc.

• intAYBA也是闭集,记为 Ā,称为 A的闭包. 闭包是闭集是因为 Ā “ pintpAcqqc.

此外, Ā “ A Y BA 也成立. 这是因为, 按定义显然有 Ā Ă A Y BA. 其次, 如

果 a P A Y BA, 则 a P A 或 a P BA, 总之 a 不是 A 的外点, 因此 a P Ā, 即

AY BA Ă Ā 也成立.

• A为闭集当且仅当 BA Ă A,即 A “ Ā. 根据前一条性质,只要证明必要性就可

以了. 事实上, 如果 A 是闭集, 则 Ac 为开集, 从而 Ac 就是 A 的全体外点, 于

是

Ā “ pintpAcqqc “ pAcqc “ A.

• 当 A Ă B 时, Ā Ă B̄. 这是因为, 此时 Ac Ą Bc, intpAcq Ą intpBcq, 从而 Ā Ă B̄

成立.

在第十三章中考虑多元积分时, 我们将要用到闭包和边界的上述性质.

例 11.2.6. 作为 R 的子集, 有理数全体 Q 既无内点, 也无外点. 因此 Q 的边
界点为整个空间 R.

例 11.2.7. 欧氏空间 Rn 中开球的边界.

设 x0 P Rn, r ą 0. 由于 t}x´ x0} ă ru 和 t}x´ x0} ą ru 均为开集, 故

BBrpx0q “ t|x´ x0| “ ru,

这个边界称为 n´ 1 维球面 (以 x0 为中心, r 为半径). �
习题 11.2
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1. 设 a “ pa1, a2, ¨ ¨ ¨ , anq P Rn, r ą 0. 令

In
r paq “ tx “ px1, x2, ¨ ¨ ¨ , xnq P Rn

ˇ

ˇ |xi ´ ai| ď r, 1 ď i ď nu,

称为 n 维正方体. 证明正方体都是闭集. 把上式中第一个 ď 换成 ă 得到的集

合称为开立方体, 证明它们的确是开集.

2. 证明度量空间中的有限点集以及闭球 B̄rpxq “ ty P X | ρpy, xq ď ru 为闭集.

3. 在 R中举例说明,无限个闭集的并集可能不是闭集,无限个开集的交集可能不

是开集.

4. 设 X 是度量空间 Y 的子度量空间. 证明, A Ă X 为 X 中的开集当且仅当存

在 Y 中的开集 U , 使得 A “ X X U ; 类似地, B 为 X 中闭集当且仅当存在 Y

中闭集 V , 使得 B “ X X V .

5. 有理数 Q是 R的子度量空间. 证明, p´π, πq X Q既是 Q中的开集, 也是 Q中
的闭集.

6. 证明, 如果度量空间中的点列 txnu8
n“1 收敛, 则其极限是惟一的.

7. 求下列子集的内点, 外点以及边界点:

p1q
␣ 1
n

ˇ

ˇn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨
(

Ă R; p2q tpx, yq P R2
ˇ

ˇ |x| ` |y| ď 1u Ă R2.

8. 证明, 在欧氏空间 Rn 中, 半径为 r 的开球的闭包就是半径为 r 的闭球. 在一

般的度量空间中, 同样的事实还成立吗?

9. 设 A Ă B, 则 Å Ă B̊.

10. 设 A “ txn |n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ u. 证明, 当 x0 P Ā´A 时, A 中存在子列收敛到 x0.

11. 证明 R2 的子集 Q ˆ Q “ tpx, yq P R |x, y P Qu 是稠密的 (A 为 X 的稠密子集

是指 Ā “ X).

12. p˚q 设 f : ra, bs Ñ R 为闭区间上的有界函数, 它的图像 graphpfq 定义为

graphpfq “ tpx, fpxqq P R2 |x P ra, bsu.

证明, f 为连续函数当且仅当 graphpfq 为 R2 中的闭集.
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§11.3 度量空间的完备性

本节设 pX, ρq 为度量空间. 设 txnu8
n“1 为 X 中点列. 如果任给 ε ą 0, 均存在

N “ Npεq, 当 m,n ě N 时

ρpxm, xnq ă ε,

则称点列 txnu 为 Cauchy 列 (或基本列).

定义 11.3.1 (完备性). 如果 X 中 Cauchy 列均为收敛点列, 则称 pX, ρq 为完

备度量空间.

注. p1q 收敛点列必为 Cauchy 列;

p2q Cauchy 列如果有收敛子列, 则其本身也一定收敛 (习题).

例 11.3.1. 实数 R 在通常的度量下是完备的度量空间.

R的完备性是实数系的基本性质之一.我们注意到,有理数 Q作为子度量空间
不是完备的, 因为数列

an “ 1 `
1
1!

`
1
2!

` ¨ ¨ ¨ `
1
n!

组成了 Q 中的基本列, 但它在 Q 中不收敛. 从 Q 到 R 的扩充可以看成是将 Q 进
行某种 “完备化”,分析学就建立在这种完备化的基础上. 下面的命题给出了我们在

Rn 中做微积分的基础.

命题 11.3.1. pRn, } ¨ }) 为完备度量空间.

证明. 设 txmu8
m“1 为 Rn 中点列, 把它写成分量形式

xm “ px1
m, x

2
m, ¨ ¨ ¨ , xn

mq,

则对任意 i “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n, 有

|xi
k ´ xi

l| ď

”

n
ÿ

j“1

pxj
k ´ xj

l q2
ı

1
2

“ }xk ´ xl},

因此,如果 txmu为 Cauchy列,则 txi
mu8

m“1 对每个 i “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n均为 Cauchy列,

从而收敛. 设 lim
mÑ8

xi
m “ xi

0, 记 x0 “ px1
0, x

2
0, ¨ ¨ ¨ , xn

0 q, 则由

}xm ´ x0} ď

n
ÿ

i“1

}xi
m ´ xi

0}

得

lim
mÑ8

xm “ x0.
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这就证明了命题. �
设 A为 X 中子集,称 suptρpx, yq |x, y P Au为 A的直径,记为 diamA或 dpAq.

直径有限的集合称为有界集合.

例 11.3.2. 开球和闭球的直径.

R 中区间 ra, bs 的直径为 b ´ a, 即直径就是区间长度; 一般地, Rn 中半径为 r

的开球 (闭球)直径为 2r. 对于一般的度量空间来说,根据三角不等式易见,半径为

r 的开球 (闭球), 其直径不超过 2r. 和 Rn 不同的是, 这时等号可能不成立. 例如,

在离散度量空间中, 半径为 1{2 的开球, 其直径为 0.

下面的定理是 R 中闭区间套原理的一般形式.

定理 11.3.2. 设 pX, ρq 为度量空间, 则下列几条等价:

p1q pX, ρq 为完备度量空间;

p2q pCantorq 闭集套原理成立: 若 F1 Ą F2 Ą ¨ ¨ ¨ Ą Fn Ą ¨ ¨ ¨ 为一列非空闭集,

且 lim
nÑ`8

diamFn “ 0, 则存在惟一的点 a P
Ş8

n“1 Fn.

p3q 闭球套原理成立: p2q 中 Fn 换成直径或半径趋于 0 的闭球时结论不变.

证明. p1qùñp2q: 取 an P Fn, 由 Fn Ą Fn`1 Ą ¨ ¨ ¨ 知 tan, an`1, ¨ ¨ ¨ u Ă Fn. 因

此, m ą n 时

ρpam, anq ď diamFn Ñ 0 pn Ñ 8q,

从而 tanu 为 Cauchy 列, 设其极限为 a, 由 Fn 为闭集得

a “ lim
mÑ8

am P Fn, @ n ě 1,

即 a P
8
Ş

n“1
Fn. 如果另有 b P

8
Ş

n“1
Fn, 则

ρpa, bq ď diamFn Ñ 0 pn Ñ 8q,

从而 a “ b.

p2qùñp3q: 这是显然的.

p3qùñp1q: p˚q 设 tanu 为 X 中 Cauchy 列, 为了证明这是一个收敛点列, 只

须证明它包含一个收敛子列即可. 由 Cauchy 列的定义, 存在 n1 ă n2 ă ¨ ¨ ¨ , 使得

m,n ě nk 时

ρpam, anq ă
1

2k`1
.

考虑 X 中的闭球 Fk “ B̄2´k pank
q, k “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ . 当 x P Fk`1 时,

ρpx, ank
q ď ρpx, ank`1q ` ρpank`1 , ank

q

ď
1

2k`1
`

1
2k`1

“
1
2k
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这说明 x P Fk. 即 F1 Ą F2 Ą ¨ ¨ ¨ Ą Fk Ą Fk`1 Ą ¨ ¨ ¨ . 另一方面,

diamFk ď 2 ¨ 2´k Ñ 0 pk Ñ `8q,

由闭球套原理, 存在 a P
8
Ş

k“1

Fk. 此时

0 ď ρpa, ank
q ď 2´k Ñ 0 pk Ñ `8q,

即子列 tank
u 收敛于 a. �

由于 Rn 是完备度量空间, 因此闭集套原理在 Rn 中成立. 完备度量空间还有

如下有用的压缩映像原理, 在下一章中我们将用它来研究多元反函数定理.

定义 11.3.2 (压缩映射). 设 A 为 X 的子集, 映射 f : A Ñ A 如果满足以下

条件:

p˚q 存在常数 0 ď q ă 1, 使得 ρpfpa1q, fpa2qq ď q ¨ ρpa1, a2q, @ a1, a2 P A.

则称之为压缩映射.

定理 11.3.3 (压缩映像原理). 设 A 为完备度量空间 X 中的闭集, f : A Ñ A

为压缩映射, 则存在惟一的点 a P A, 使得 fpaq “ a p 不动点 q.

证明. 任取 a0 P A, 递归地定义 A 中点列 tanu 如下:

an “ fpan´1q, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ .

则

ρpan`1, anq “ ρ pfpanq, fpan´1qq ď q ¨ ρpan, an´1q, @ n ě 1.

从而有

ρpan`1, anq ď q ¨ ρpan, an´1q ď q2 ¨ ρpan´1, an´2q ď ¨ ¨ ¨ ď qn ¨ ρpa1, a0q,

ρpam, anq ď ρpam, am´1q ` ρpam´1, am´2q ` ¨ ¨ ¨ ` ρpan`1, anq

ď pqm´1 ` qm´2 ` ¨ ¨ ¨ ` qnq ¨ ρpa1, a0q

ď
qn

1 ´ q
¨ ρpa1, a0q Ñ 0, pm ą n, n Ñ 8q.

这说明 tanu 为 Cauchy 列. 设其极限为 a, 则 a P A. 由三角不等式得

ρpfpaq, aq ď ρpfpaq, fpanqq ` ρpfpanq, fpan´1qq ` ρpan, aq

ď q ¨ ρpa, anq ` qn´1 ¨ ρpa1, a0q ` ρpan, aq Ñ 0 pn Ñ 8q,

这说明 fpaq “ a.
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惟一性: 若 fpbq “ b, 则

ρpa, bq “ ρpfpaq, fpbqq ď q ¨ ρpa, bq,

这说明 ρpa, bq “ 0, 从而 a “ b. �

例 11.3.3. p˚q 压缩映像原理的一个应用.

考虑连续函数的空间 C0r0, 1s, 这个空间上有最大模度量:

ρpf, gq “ max
r0,1s

|fpxq ´ gpxq|,

则 pC0r0, 1s, ρq 是完备度量空间. 令

A “ tf P C0r0, 1s | fp0q “ 0, fp1q “ 1u,

则 A 为 pC0r0, 1s, ρq 中的闭集. 考虑映射

ϕ : A Ñ A,

f ÞÑ ϕpfq,

其中 ϕpfq 是如下定义的连续函数:

ϕpfqpxq “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

3
4fp3xq, x P r0, 1

3 s,

1
4 ` 1

2fp2 ´ 3xq, x P r 1
3 ,

2
3 s,

1
4 ` 3

4fp3x´ 2q, x P r 2
3 , 1s.

不难看出 ϕ 为压缩映射, 因此存在惟一的不动点 h, 即 h 为连续函数, 满足条件

hp0q “ 0, hp1q “ 1, 且 ϕphq “ h. h 具有一种自相似性, 可以证明, 这是一个无处可

微的连续函数. �
下面的 Baire 纲定理也是 R 上的 Baire 定理的一般形式, 它们的证明完全类

似, 都是用闭集套原理, 我们留作习题.

定理 11.3.4 (Baire). 设 An pn ě 1q 为完备度量空间 X 中的一列闭集. 如果

每个 An 都没有内点, 则它们的并集
Ť8

n“1An 也没有内点.

习题 11.3

1. 证明 Cauchy 点列如果有收敛子列, 则其自身也是收敛的.

2. p˚q 证明 l2 是完备的度量空间.

3. 证明 C0ra, bs 在最大模度量之下是一个完备的度量空间. (提示: 跟一致收敛

的概念联系起来.)
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4. p˚q 举例说明, C0ra, bs 在内积诱导的度量下不是完备的.

5. 记 Dra, bs 为 ra, bs 上可导且导数有界的函数全体组成的向量空间. 设 f, g P

Dra, bs, 令

dpf, gq “ max
ra,bs

|fpxq ´ gpxq| ` sup
ra,bs

|f 1pxq ´ g1pxq|,

证明 pDra, bs, dq 为完备度量空间.

6. 证明, A 为度量空间 X 中的有界集合当且仅当 A 包含于某个闭球之内.

7. 写出完备度量空间中的 Baire 纲定理的完整证明.

8. 设 A 为度量空间 X 的子集. 如果 Ā “ X, 则称 A 为 X 的稠密子集, 或称 A

在 X 中稠密. 证明, 在完备度量空间中, 可数多个稠密开集的交集仍然是稠密

子集. (提示: 考虑补集, 用 Baire 纲定理.)

9. p˚q 证明线性空间 l2 不是可数维的, 即不存在可数个非零向量 tenu Ă l2, 使得

l2 中任何一点均为 tenu 中有限个元素的线性组合. (提示: 考虑有限维子向量

空间的并, 用 Baire 纲定理.)

10. p˚q 证明, Rn 中的开球不能写成若干个互不相交的闭球的并.

§11.4 度量空间与紧致性

设 S 为度量空间 pX, ρq 的子集, 如果 S Ă
Ť

α
Gα, 则称 tGαu 为 S 的一个覆盖.

当 Gα 均为开集时, 称 tGαu 为开覆盖; 只有有限个 Gα 的覆盖称为有限覆盖, 由

tGαu 中的一部分所组成的覆盖称为子覆盖.

例 11.4.1. 设 x0 P X. 任取 y ‰ x0, 因为 ρpy, x0q ą 0, 故存在 n ě 1, 使得

ρpy, x0q ą 1
n . 即 y P tx P X | ρpx, x0q ą 1

nu. 这说明

X ´ tx0u “

8
ď

n“1

␣

x P X
ˇ

ˇ ρpx, x0q ą
1
n

(

,

这就得到了 X ´ tx0u 的一个开覆盖.

定义 11.4.1 (紧致性). 如果集合 S 的任何开覆盖都有有限子覆盖, 则称 S 为

紧致集合.

根据实数系的基本性质, 闭区间 ra, bs 是 R 中的紧致集合. 紧致性是一个较难

理解的概念, 我们将它和有界性以及闭集的概念联系起来看.

命题 11.4.1. 紧致集合必为有界闭集.
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证明. 设 A 为紧致集合. 先证 A 有界. 任取 a P A, 因为

A Ă X “

8
ď

n“1

Bnpaq,

由 A 的紧致性知, 存在 n1, ¨ ¨ ¨ , nk, 使得

A Ă

k
ď

i“1

Bni
paq “ BN paq,

其中 N “ maxtn1, ¨ ¨ ¨ , nku. 这说明 A 有界.

再证 A 是闭集. 任取 b P Ac, 因为

A Ă X ´ tbu “

8
ď

n“1

␣

x P X
ˇ

ˇ ρpx, bq ą
1
n

(

,

利用 A 的紧致性, 同理可得 N , 使得

A Ă
␣

x P X | ρpx, bq ą
1
N

(

,

这说明 B1{N pbq Ă Ac, 因此 Ac 为开集, 即 A 为闭集. �

命题 11.4.2. 设 A 为 Rn 中子集, 则以下几条等价:

p1q A 为紧致集合;

p2q A 为序列紧致集合, 即 A 中任何无限点列均有收敛子列, 且该子列极限仍

在 A 中;

p3q A 为有界闭集.

证明. p1q ùñ p2q. (反证法). 设 tbnu 为 A 中点列, 且它无收敛于 A 中点的

子列. 根据命题 11.2.3 的证明, 对任意 a P A, 存在开球 Brpaqpaq, 使得 Brpaqpaq 最

多只含有 tbnu 中有限项. 显然, A Ă
Ť

aPA

Brpaqpaq, 由紧致性, 存在 a1, ¨ ¨ ¨ , ak 使得

A Ă
k
Ť

i“1

Brpaiqpaiq, 特别地, tbnu 中只有有限项能出现在 A 中, 这就导出了矛盾!

p2q ùñ p3q. 先证 A 有界, (反证法). 如果存在 an P A, 使得 ρpa0, anq Ñ 8

pn Ñ 8q, 则显然 tanu 中无收敛子列, 这与假设相矛盾. 再证 A 为闭集, 仍用反证

法. 根据命题 11.2.3, 此时存在 an P A, lim
nÑ8

an “ a R A. tanu 的一切子列均收敛于

a R A, 这与 A 序列紧相矛盾!

A

I1

Uα
a
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图 11.5 正方体的等分

p3q ùñ p1q (反证法). 设 A为有界闭集,且存在 A的开覆盖 tUαu,使得任何有

限个 Uα 均无法覆盖 A. 取闭正方体 I1 Ą A, 将 I1 做 2n 等分, 必有一等分 I2 Ă I1,

使得 I2 X A 不能被有限个 Uα 覆盖. 依此类推, 得一串闭立方体 I1 Ą I2 Ą ¨ ¨ ¨ ,

diam Im Ñ 0 pm Ñ 8q. 由闭集套原理, 存在惟一的点 a P Im XA, @ m ě 1. 又因为

tUαu为 A的开覆盖,故存在 α0 使得 a P Uα0 . 于是 m充分大时必有 Im Ă Uα0 . 这

与 Im XA 不能被有限个 Uα 覆盖相矛盾! �
注. 只有在证明的第三步才用到 Rn 的性质,特别地,度量空间中的紧致集合一

定是序列紧致的; 反之, 可以证明, 在度量空间中, 序列紧致的集合必定是紧致的,

参见本节习题.

推论 11.4.3. Rn 中有界点列必有收敛子列.

证明. 这是因为有界点列必然包含在某个闭球中, 而根据上述定理, 闭球是紧

致集合, 因而也是序列紧致的, 特别地, 该点列存在收敛子列. �
下面的 Lebesgue 数引理是 R 上 Lebesgue 数引理的推广.

引理 11.4.4 (Lebesgue). 设 A 为度量空间 X 中的紧致集合, tUαu 为 A 的开

覆盖. 则存在 λ ą 0, 使得只要 A 的子集 B 满足 diampBq ă λ, 则 B 必定包含在

某个 Uα 中.

证明. (反证法) 设满足要求的 λ 不存在, 则对任意 n ě 1, 存在 A 的子集 Bn,

使得 Bn 的直径小于 1{n, 且 Bn 不包含于任何 Uα 内. 取 bn P Bn, 则得到 A 中的

点列 tbnu. 不论 tbnu是不是有限子集,由 A的紧致性以及前一命题可知 tbnu存在

收敛子列, 不妨设 tbnu 本身收敛于 b0 P A. 因为 tUαu 是 A 的开覆盖, 故存在 α0,

使得 b0 P Uα0 . 因为 Uα0 为开集, 故存在 δ ą 0, 使得

Bδpb0q Ă Uα0 ,

因为 lim
nÑ8

bn “ b0, 故可取 n ą 2{δ, 使得 ρpbn, b0q ă δ{2, 此时

ρpb, b0q ď ρpb, bnq ` ρpbn, b0q ď diampBnq `
δ

2
ă

1
n

`
δ

2
ă δ, @ b P Bn.

这说明 Bn Ă Bδpb0q Ă Uα0 , 这与 Bn 的选取相矛盾. �
注. 引理中的 λ称为关于覆盖 tUαu的 Lebesgue数. 从证明可以看出 Lebesgue

数引理对序列紧致的集合也成立

习题 11.4

1. 证明, 有限个紧致集合的交集和并集仍为紧致集合.
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2. 设 A 为紧致集合, B Ă A 为闭子集, 则 B 也是紧致集合.

3. 设 X 是紧致度量空间, 证明 X 也是完备的.

4. 举例说明一般度量空间中的有界闭集未必为紧致集合 (提示: 离散度量空间).

5. ra, bs X Q 是 Q 中的紧致集合吗 ? 说明你的理由.

6. 在 C0ra, bs 中取最大模度量, 判断下面子集 A 的紧致性

A “
␣

f P C0ra, bs
ˇ

ˇ |fpxq| ď 1, @ x P ra, bs
(

.

7. 证明度量空间中的 Lebesgue 数引理对序列紧致的集合也成立.

8. 设 X 为紧致度量空间, tAαu 为 X 中一族闭集. 如果 tAαu中的任何有限个闭

集的交集均非空, 则
Ş

α
Aα 也不是空集. (提示: 考虑补集.)

9. p˚q 设 A 为度量空间 X 中序列紧致的集合, 则任给 ε ą 0, 存在有限个半径为

ε 的开球覆盖 A.

10. p˚q利用上题以及 Lebesgue数引理证明,度量空间中的集合是紧致的当且仅当

它是序列紧致的.

§11.5 连续映射

§11.5.1 连续映射及其基本性质

回忆一下连续函数的定义: f : R Ñ R 在 x0 处连续是指, 任给 ε ą 0, 存在

δ ą 0, 使得 |x´ x0| ă δ 时 |fpxq ´ fpx0q| ă ε. 用度量空间的语言可作如下推广:

定义 11.5.1 (连续映射). 设 f : X Ñ Y 为度量空间 pX, ρ1q, pY, ρ2q 之间的映

射, 设 x0 P X. 如果任给 ε ą 0, 存在 δ ą 0 使得 fpBX
δ px0qq Ă BY

ε pfpx0qq, 则称 f

在 x0 处连续. 如果 f 处处连续, 则称 f 为连续映射. 当 Y “ R 时, 连续映射也称

为连续函数.

f

δ ε
x0 f(x0)

X Y

图 11.6 连续映射
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其中,记号 BX
δ px0q表示 X 中以 x0 为中心,以 δ 为半径的开球, BY

ε pfpx0qq表

示 Y 中以 fpx0q 为中心, 以 ε 为半径的开球.

例 11.5.1. 距离函数的连续性.

设 a 是度量空间 pX, ρq 中固定的一点, 则函数 fpxq “ ρpx, aq 是连续的: 设

x0 P X, 则任给 ε ą 0, 取 δ “ ε, 当 x P Bδpx0q 时

|fpxq ´ fpx0q| “ |ρpx, aq ´ ρpx0, aq| ď ρpx, x0q ă δ “ ε,

因此 f 在 x0 处连续.

命题 11.5.1 (连续映射的刻画). 设 f : X Ñ Y 为度量空间之间的映射, x0 为

X 中的一点. 则

p1q f 在 x0 处连续 ðñ 对任意收敛于 x0 的点列 txnu, 均有

lim
nÑ8

fpxnq “ fpx0q;

p2q f 为连续映射 ðñ 对任意开集 V Ă Y , f´1pV q 为 X 中开集;

p3q f 为连续映射 ðñ 对任意闭集 B Ă Y , f´1pBq 为 X 中闭集.

证明. p1q “ùñ” 设 f 在 x0 处连续, 则任给 ε ą 0, 存在 δ ą 0 使得

fpBX
δ px0qq Ă BY

ε pfpx0qq.

因为 lim
nÑ8

xn “ x0, 故 n 充分大时 xn P BX
δ px0q, 从而 fpxnq P BY

ε pfpx0qq, 这表明

fpxnq Ñ fpx0q pn Ñ 8q.

“ðù” (反证法) 如果 f 在 x0 处不连续, 则存在 ε0 ą 0, 使得对 δ “ 1{n, 存在

xn P BX
1{npx0q, 而 fpxnq R BY

ε0
pfpx0qq. 显然 xn Ñ x0, 但 fpxnq Û fpx0q, 矛盾!

p2q “ùñ”设 f 为连续映射, V 为 Y 中开集. 如果 x0 P f´1pV q,则 y0 “ fpx0q P

V , 由于 V 为开集, 故存在 ε ą 0, 使得 BY
ε py0q Ă V . 根据连续性, 存在 δ ą 0, 使得

fpBX
δ px0qq Ă BY

ε py0q Ă V , 即 BX
δ px0q Ă f´1pV q, 这说明 f´1pV q 为开集.

“ðù”如果开集的原象仍为开集, 则任取 x0 P X 以及 ε ą 0, 记 y0 “ fpx0q. 于

是 f´1pBY
ε py0qq 为 X 中包含 x0 的开集, 从而存在 δ ą 0, 使得

BX
δ px0q Ă f´1pBY

ε py0qq,

即 fpBX
δ px0qq Ă BY

ε py0q, 这说明 f 在 x0 处连续.

p3q: 留作习题. �
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注. p1q 如果 A 为 X 之子集, f : A Ñ Y 为映射, 则把 X 的度量限制于 A, 从

而 A 也为度量空间 (子度量空间), 此时可以定义 f 的连续性, 并有类似的刻画.

p2q 设 f : A Ñ Y 连续, 如果任给 ε ą 0, 存在 δ ą 0, 使得 ρ1pa1, a2q ă δ 时

ρ2pfpa1q, fpa2qq ă ε, 则称 f 为一致连续映射.

例 11.5.2. Lipschitz 映射.

设 f : X Ñ Y 是度量空间之间的映射, 如果存在常数 L, 使得

ρ2pfpx1q, fpx2qq ď Lρ1px1, x2q, @ x1, x2 P X,

则称 f 为 Lipschitz 映射, L 称为 Lipschitz 常数. Lipschitz 映射是一致连续的. 特

别地, 压缩映射是 Lipschitz 映射, 因此也是连续映射.

定理 11.5.2 (连续映射与紧性). 设 f : X Ñ Y 为连续映射, 则

p1q f 将 X 中紧致集合映为 Y 中紧致集合;

p2q f 在紧致集合上一致连续.

证明. p1q 设 A 为 X 中紧致集合, 取 fpAq 的开覆盖 tVαu, 则 tf´1pVαqu 为 A

的开覆盖, 从而存在 α1, ¨ ¨ ¨ , αk 使得 A Ă
k
Ť

i“1

f´1pVαiq. 这说明 fpAq Ă
k
Ť

i“1

Vαi .

p2q 设 A 为紧致集合. 如果 f 在 A 上不是一致连续的, 则存在 ε0 ą 0, 使得对

δ “ 1{n, 存在 an, bn P A, 使得

ρ1pan, bnq ă
1
n
, ρ2pfpanq, fpbnqq ą ε0.

tanu 和 tbnu 分别存在收敛子列, 不妨设它们本身是收敛的, 极限分别为 a0, b0, 则

ρ1pa0, b0q ď ρ1pa0, anq ` ρ1pan, bnq ` ρ1pbn, b0q

ă
1
n

` ρ1pa0, anq ` ρ1pbn, b0q Ñ 0,

即 a0 “ b0. 但

ε0 ă ρ2pfpanq, fpbnqq ď ρ2pfpanq, fpa0qq ` ρ2pfpb0q, fpbnqq Ñ 0.

这就导出了矛盾! �

推论 11.5.3 (最值定理). 连续函数 f : X Ñ R 在紧致集合上可以取到最大值
和最小值.

证明. 设 A 为 X 中的紧致集合, 则 fpAq 是 R 中的紧致集合, 因此为 R 中的
有界闭集. 这说明 fpAq中存在最大数和最小数,它们分别是 f 在 A上的最大值和

最小值. �
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G
σ

x1

x2

X

图 11.7 连通区域

定义 11.5.2 (道路连通). 设 G 为 X 的子集, 如果任给

x1, x2 P G, 均存在连续映射 p 连续曲线 q σ : I “ r0, 1s Ñ X

使得 σp0q “ x1, σp1q “ x2, σpIq Ă G, 则称 G 道路连通.

显然, Rn 是道路连通的, 因为任何两点均可用直线段相

连接.

命题 11.5.4. R 中道路连通集合必为区间 (可退化为一

点 ).

证明. 设 G Ă R 道路连通, a ď b P G. 我们证明 ra, bs Ă G. 事实上, 由定义, 存

在连续映射 f : r0, 1s Ñ R, 使得 fp0q “ a, fp1q “ b, fpr0, 1sq Ă G. f 为一元连续函

数, 由介值定理, ra, bs Ă fpr0, 1sq Ă G. �

定理 11.5.5 (连续映射与连通性). 连续映射将道路连通的集合映为道路连通

集合.

证明. 设 G Ă X 道路连通, f : X Ñ Y 连续. 任取 y1, y2 P fpGq, 则存在

x1, x2 P G 使得 fpx1q “ y1, fpx2q “ y2. 由定义, 存在连续映射 σ : r0, 1s Ñ X

使得 σp0q “ x1, σp1q “ x2, σpr0, 1sq Ă G. 复合映射 f ˝ σ : r0, 1s Ñ Y 连续, 且

f ˝ σp0q “ fpx1q “ y1, f ˝ σp1q “ fpx2q “ y2, f ˝ σpr0, 1sq Ă fpGq. f ˝ σ 就是 fpGq

中连接 y1, y2 的道路. �

推论 11.5.6 (介值定理). 设 f : X Ñ R 为连续函数, G Ă X 道路连通.

p1q 如果存在 x1, x2 P G, 使得 fpx1qfpx2q ď 0, 则存在 x0 P G 使得 fpx0q “ 0;

p2q 对于满足条件 fpx1q ď y ď fpx2q 的任意 y, 一定存在 x P G 使得 y “ fpxq.

证明. 以 p2q 为例. 因为 f 连续, G 道路连通, 故 fpGq Ă R 也道路连通, 从而

fpGq 为区间. 由 fpx1q, fpx2q P fpGq 即知 rfpx1q, fpx2qs Ă fpGq, 特别地, y P fpGq,

即存在 x P G 使得 y “ fpxq. �

例 11.5.3. 设 f : S1 Ñ R 为单位圆周上的连续函数, 则存在 x0 P S1, 使得

fp´x0q “ fpx0q.

证明. 考虑函数 g : S1 Ñ R, 使得

gpxq “ fpxq ´ fp´xq, @ x P S1.

则 g 也是连续函数, 且

gpxqgp´xq “ rfpxq ´ fp´xqsrfp´xq ´ fpxqs “ ´rfpxq ´ fp´xqs2 ď 0,

根据介值定理, 存在 x0 P S1, 使得 gpx0q “ 0, 此时 fp´x0q “ fpx0q. �
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§11.5.2 欧氏的连续映射

在以后的章节中, 欧氏空间将是我们的研究对象. 因此, 我们要考虑从一个欧

氏空间到另一个欧氏空间的映射. 从 R到 R的映射称为一元函数; 当 n ą 1时, 从

Rn 到 R 的映射称为多元函数; 一般地, 从 Rn 到 Rm 的映射称为向量值函数.

对于多元连续函数来说, 其四则运算性质和一元连续函数没有什么不同.

命题 11.5.7. 设 f, g : Rn Ñ R 为连续函数, 则

p1q 当 λ, µ P R 时, λf ` µg 也是连续函数;

p2q fg 为连续函数;

p3q 当 g ‰ 0 时, f{g 为连续函数.

现在我们考虑向量值的函数 f : Rn Ñ Rm, 写成分量的形式为

fpxq “ pf1pxq, ¨ ¨ ¨ , fmpxqq, x “ px1, ¨ ¨ ¨ , xnq P Rm.

我们有

命题 11.5.8. f : Rn Ñ Rm 为连续映射当且仅当 fi 均为连续函数, 其中

i “ 1, ¨ ¨ ¨ ,m.

证明. 由连续性的刻画可知, f 在 x0 处连续当且仅当 lim
xÑx0

fpxq “ fpx0q, 根据

欧氏空间中的极限性质,

lim
xÑx0

fpxq “ fpx0q ðñ lim
xÑx0

fipxq “ fipx0q, i “ 1, ¨ ¨ ¨ ,m.

即 f 在 x0 处连续当且仅当 fi p1 ď i ď nq 均在 x0 处连续. �

例 11.5.4. 线性映射.

设 f : Rn Ñ Rm 为向量值函数. 如果任给 x, y P Rn, 成立

fpλx` µyq “ λfpxq ` µfpyq, @ λ, µ P R,

则称 f 为线性映射. m “ 1 的情形就是线性函数.

记 ei 是 Rn 中第 i个位置为 1,其它位置为零的向量,则 te1, ¨ ¨ ¨ , enu为 Rn 的

一组标准基. Rn 中的向量 x 可写为

x “ px1, ¨ ¨ ¨ , xnq “ x1e1 ` ¨ ¨ ¨ ` xnen,

根据线性性, fpxq 可写为

fpxq “ fpx1e1 ` ¨ ¨ ¨ ` xnenq “ x1fpe1q ` ¨ ¨ ¨ ` xnfpenq,
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这是线性函数表达式的推广. 如果记 fpeiq “ pa1i, ¨ ¨ ¨ , amiq, 用列向量表示, 则上式

可改写为

fpxq “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

a11 a12 ¨ ¨ ¨ a1n

a21 a22 ¨ ¨ ¨ a2n

...
...

...
...

am1 am2 ¨ ¨ ¨ amn

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

x1

x2

...

xn

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

,

这是线性映射的矩阵表示, f 由矩阵 A “ paijqmˆn 完全决定了.

如果 f : Rn Ñ Rm, g : Rm Ñ Rs 均为连续映射, 则复合映射 g ˝ f 是从 Rn 到

Rs 的连续映射. 如果 f, g 均为线性映射, 且其矩阵表示分别为 A,B, 则 g ˝ f 也是

线性映射, 其矩阵表示为 BA. 因此, 对于线性映射的研究可以转化为对于矩阵的

研究, 这是线性代数的内容.

§11.5.3 二元函数及其极限

映射 f : R2 Ñ R称为二元函数. R2 中的点用坐标 px, yq表示. 设 px0, y0q P R2,

如果存在 A P R, 使得任给 ε ą 0, 均存在 δ ą 0 当

0 ă }px, yq ´ px0, y0q} “
a

px´ x0q2 ` py ´ y0q2 ă δ

时, |fpx, yq ´A| ă ε, 就称 f 在 px0, y0q 处有极限 (重极限), 记为

lim
px,yqÑpx0,y0q

fpx, yq “ A 或 lim
xÑx0
yÑy0

fpx, yq “ A.

如果对于每一个固定的 y, 极限 lim
xÑx0

fpx, yq “ φpyq 存在, 则可以定义极限

lim
yÑy0

lim
xÑx0

fpx, yq “ lim
yÑy0

φpyq.

类似地定义 lim
xÑx0

lim
yÑy0

fpx, yq, 称它们为累次极限.

例 11.5.5. p1q lim
px,yqÑp0,0q

x2y2

x2 ` y2
“ 0, 这是因为

0 ď
x2y2

x2 ` y2
ď

1
2

|xy| ď
1
4

px2 ` y2q.

p2q
xy

x2 ` y2
在 p0, 0q 处无极限 p 分别考虑 y “ x 和 y “ x2.q

p3q fpx, yq “ x sin
1
y
. 由 |fpx, yq| ď x 知 lim

px,yqÑp0,0q
fpx, yq “ 0, 但 lim

yÑ0
fpx, yq

不存在.

p4q lim
yÑ0

lim
xÑ0

xy

x2 ` y2
“ lim

xÑ0
lim
yÑ0

xy

x2 ` y2
“ 0, 但由 p2q 知重极限不存在.
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定理 11.5.9. 如果 lim
px,yqÑpa,bq

fpx, yq “ A, 且对任意 y ‰ b, lim
xÑa

fpx, yq “ φpyq

存在, 则

lim
yÑb

lim
xÑa

fpx, yq “ lim
yÑb

φpyq “ A;

如果对任意 x ‰ a, lim
yÑb

fpx, yq 也存在, 则

lim
xÑa

lim
yÑb

fpx, yq “ A “ lim
yÑb

lim
xÑa

fpx, yq.

证明. 以 A 有限为例. 由假设, 任给 ε ą 0, 存在 δ ą 0, 当

0 ă
a

px´ aq2 ` py ´ bq2 ă δ

时 |fpx, yq ´A| ă
ε

2
. 固定 y, 令 x Ñ a, 得

ˇ

ˇ

ˇ
lim
xÑa

fpx, yq ´A
ˇ

ˇ

ˇ
ď
ε

2
ă ε, @ 0 ă |y ´ b| ă

δ

2
.

这说明

lim
yÑb

lim
xÑa

fpx, yq “ A.

其它情形可类似证明. �
习题 11.5

1. 证明连续映射的复合仍为连续映射.

2. 设 f : X Ñ Y 为从度量空间到度量空间的映射. 证明, f 为连续映射的充分必

要条件是闭集的原象还是闭集.

3. 举例说明, 从 R2 到 R 的连续映射不一定把闭集映为闭集 (提示: 考虑一元函

数 fpxq “ 1
x 的图像, 并向 x 轴作投影).

4. 设 A 为度量空间 pX, dq 中的子集, 令

dA : X Ñ R, dApxq “ inf
aPA

dpa, xq.

证明 dA 为连续映射, 且 dApx0q “ 0 当且仅当 x0 P Ā.

5. 设 v, w P R2 为两个线性无关的向量, 如果函数 f : R2 Ñ R 满足条件

fpx` vq “ fpxq, fpx` wq “ fpxq, @ x P R2,

则称 f 为双周期函数. 证明, 双周期连续函数一定可以取到最大值和最小值.

6. 证明, Rn 不能写成两个不相交非空闭集的并. (提示: 考虑道路连通性质.)
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7. 设 f : R2 Ñ R 为连续函数, 则存在两个不同的点 p, q P R2, 使得 fppq “ fpqq.

8. 判断下列极限是否存在, 如存在则计算出来:

p1q lim
px,yqÑp0,0q

sinxy
a

x2 ` y2
; p2q lim

px,yqÑp0,0q

x2 ´ y2

x2 ` y2
;

p3q lim
px,yqÑp0,0q

x2 lnpx2 ` y2q; p4q lim
px,yqÑp0,0q

x3 ` y3

x2 ` y
.

9. 判断下列极限是否存在, 如存在则计算出来:

p1q lim
xÑ8

lim
yÑ8

x2 ` y2

x2 ` y4
; p2q lim

yÑ8
lim

xÑ8

x2 ` y2

x2 ` y4
; p3q lim

xÑ`8
lim
yÑ0

xy

1 ` xy
;

p4q lim
yÑ0

lim
xÑ`8

xy

1 ` xy
; p5q lim

xÑ8
lim

yÑ8
sin

πx

2x` y
; p6q lim

yÑ8
lim

xÑ8
sin

πx

2x` y
.

10. p˚q 证明 Rn`1 中的单位球面

Sn “
␣

px1, x2, ¨ ¨ ¨ , xn`1q P Rn`1
ˇ

ˇ

n`1
ÿ

i“1

x2
i “ 1

(

是道路连通的集合.

11. p˚q 设多元函数 f : Rn Ñ R 在每一点附近都是有界的. 则 f 连续的充分必要

条件是其图像 graphpfq 为闭集, 其中

graphpfq “ tpx, fpxqq P Rn`1 |x P Rnu.

12. p˚q 给定 Rn 中 m 个点, 证明存在 Rn 中半径最小的闭球包含这些给定的点,

并且这样的球是惟一的; 如果给定 3 个点, 求这个球的球心和半径.


